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Секцiя «Математика, статистика та механiка»

Математичне моделювання поверхонь, утворених
при обертаннi ромба навколо осi, що лежить в його

площинi
Е. Дж. Абдуллаєв

Iнженерна дiяльнiсть людини в багатьох випадках напрямлена на проектування
та створення поверхонь необхiдної форми. В зв’язку з простотою отримання, тiла
та поверхнi обертання є найбiльш поширеними, а отже їх дослiдження i надалi
залишається актуальним.

Метою даної роботи є дослiдження поверхонь, утворених при обертаннi ромба
навколо осi, що лежить у його площинi.

У данiй роботi автором розглянуто чотирипараметричну задачу про обертан-
ня ромба навколо осi, що лежить з ромбом у однiй площинi. У якостi параметрiв
ромба обрано довжину бiльшої його дiагоналi та гострий кут. Введено декарто-
ву прямокутну систему координат, одна з осей якої, а саме вiсь 𝑂𝑌 , напрямлена
вздовж осi обертання, вiсь 𝑂𝑧 є перпендикулярною до неї i проходить через точку
перетину дiагоналей ромба, яка знаходиться на вiдстанi 𝑚 вiд початку координат.
Параметрами розмiщення ромба є вiдстань точки перетину дiагоналей ромба вiд
початку системи координат та кут, який утворює бiльша дiагональ ромба з вiссю
𝑂𝑌 .

Дослiджено рiзнi випадки розмiщення ромба по вiдношенню до осi обертан-
ня в залежностi вiд вхiдних параметрiв. Виведено чотирипараметричнi рiвняння
утворених поверхонь обертання. Побудовано вiдповiднi тiла обертання. Дослiджено
змiни геометричних характеристик поверхонь обертання, що обмежують геометри-
чне тiло, утворене при обертаннi ромба навколо осi, що лежить в його площинi,
в залежностi вiд двох визначальних параметрiв ромба та двох параметрiв, що ха-
рактеризують його положення вiдносно осi обертання.
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Побудова регресiйної моделi для передбачення
успiху ico на основi публiчної iнформацiї

I. Ю. Бараненко
На сьогоднiшнiй день є великий iнтерес у нових способах iнвестування грошей.

Одним з таких способiв є iнвестування у ico (initial coin offering). Основною складнi-
стю отримання прибутку при такому видi iнвестування є те, що бiльшiсть проектiв
не досягають успiху. Пiсля проведення ico, вартiсть монети може бути нижче, нiж
пiд час ico. Такий результат означає, що iнвестори помилились при виборi проекту
для iнвестування.

Метою дослiдження є аналiз уже проведених ico для визначення залежностi
успiху цих проектiв пiсля проведення ico вiд рiзних параметрiв. Пiд час дослiдження
використовувались методи регресiйного аналiзу для побудови моделi залежностi
ефективностi проекту вiд таких його параметрiв: оцiнка експертiв, розмiр команди
проекту та кiлькiсть людей, що слiдкують за проектом у соцiальних мережах.
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В результатi дослiдження була отримана модель залежностi успiшностi ico вiд
розглянутих параметрiв. Тестування моделi на великому наборi даних показала
точнiсть у 78%. Дана модель є корисною для iнвесторiв, якi хочуть оцiнити перспе-
ктивнiсть iнвестування у новi проекти на ринку.
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1/4-правильнi многокутники

Д. К. Басюк

Дана робота присвячена дослiдженню властивостей нового типу многокутникiв
– на чверть правильних многокутникiв.

Будемо називати многокутник з парною кiлькiстю вершин на чверть правиль-
ним, якщо його кути рiвнi через один i сторони рiвнi через одну. Частинними випад-
ками 1/4-правильних многокутникiв є напiвправильнi та правильнi многокутники
з парною кiлькiстю вершин та паралелограми. На чверть правильними дружнiми
многокутниками будемо називати такi 1/4-правильнi многокутники, якi утворенi
на базi одного й того ж правильного многокутника i кути яких вiдповiдно рiвнi.
Зрозумiло, що вершини дружнiх на чверть правильних многокутникiв лежать на
рiвних (допомiжних) колах, хордами яких є сторони правильного базового много-
кутника.

У роботi сформульовано та доведено такi твердження.
Твердження 1. Якщо 1/4-правильний 2𝑛-кутник є описаним, то вiн є напiв-

правильним рiвностороннiм. Якщо 1/4-правильний 2𝑛-кутник є вписаним, то вiн є
напiвправильним рiвнокутним.

Твердження 2. Серединним до 1/4-правильного многокутника є 1/4-
правильний многокутник.

Твердження 3. Серед дружнiх невироджених на чверть правильних многоку-
тникiв найбiльший периметр має рiвностороннiй напiвправильний многокутник.

У роботi введено поняття та дослiджено деякi властивостi 1/4-правильних та
дружнiх на чверть правильниї многокутникiв, проведено порiвняння їх властиво-
стей з властивостями напiвправильних многокутникiв, сформульовано та доведено
ряд тверджень.
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Heath-Jarrow-Morton (HJM) model

A. Bahchedjioglu, O. Kharytonova

In this work we explore HJM model for modeling forward rates and it’s use for finan-
cial derivative pricing. In particular, we show that this model has some computational
advantages compared to traditional short rate models for pricing certain derivatives.
The work is structured as follows: first we briefly explain the notion of forward rates
and their connection to the short rate. Next we explore the theory behind Heath-Jarrow-
Morton (HJM) model. Additionally we demonstrate how this model can be discretized
for simulating purposes and illustrate cases in which this model is preferable to the short
rate models. In the last section we provide our simulation results for forward rates and
different derivative prices.
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Про iдемпотенти напiвгруп перетворень, якi
зберiгають вiдношення еквiвалентностi

Д. I. Безущак

Кажуть, що перетворення 𝛼 iз напiвгрупи (𝑆,𝑀) перетворень (можливо, част-
кових) множини 𝑀 зберiгає вiдношення еквiвалентностi 𝜌 на 𝑀 , якщо

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝜌 ⇒ (𝛼(𝑥), 𝛼(𝑦)) ∈ 𝜌

для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑑𝑜𝑚𝛼. Множина 𝑆(𝜌) усiх перетворень iз 𝑆, якi зберiгають дане
вiдношення 𝜌, утворює пiднапiвгрупу напiвгрупи (𝑆,𝑀).

Далi розглядатимемо випадки, коли (𝑆,𝑀) — це або симетрична напiвгрупа
𝒯𝑛 всiх перетворень множини N = {1, . . . , 𝑛}, або напiвгрупа 𝒫𝒯 𝑛 всiх часткових
перетворень N, або симетрична iнверсна напiвгрупа ℐ𝒮𝑛 всiх часткових iн’єктивних
перетворень множини N.

Теорема 1. Якщо класи еквiвалентностi 𝑀1, . . . , 𝑀𝑘 вiдношення 𝜌 на множинi
N мають вiдповiдно потужностi 𝑛1, . . . , 𝑛𝑘, 𝑛1 + · · · + 𝑛𝑘 = 𝑛, то для порядку
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напiвгрупи ℐ𝒮(𝜌)
𝑛 маємо таке рекурентне спiввiдношення:

|ℐ𝒮(𝜌)
𝑛 | = 𝑓(𝑛1, . . . , 𝑛𝑘−1;𝑛1, . . . , 𝑛𝑘) +

+

𝑛𝑝∑︁
𝑟=1

(︁𝑛𝑝

𝑟

)︁ 𝑞∑︁
𝑖=1

(︁𝑛𝑖

𝑟

)︁
𝑓(𝑛1, . . . , 𝑛𝑝−1;𝑛1, . . . , 𝑛𝑖 − 𝑟, . . . , 𝑛𝑞)𝑟!.

Теорема 2. Нехай класи еквiвалентностi 𝑀1, . . . , 𝑀𝑘 вiдношення еквiвалентностi
𝜌 мають потужностi 𝑛1, . . . , 𝑛𝑘, де 𝑛1 + · · ·+ 𝑛𝑘 = 𝑛.

a) Напiвгрупа ℐ𝒮(𝜌)
𝑛 мiстить усi iдемпотенти з ℐ𝒮𝑛. Зокрема, вона має 2𝑛 iдем-

потентiв.
b) Кiлькiсть iдемпотентiв у напiвгрупi 𝒯 (𝜌)

𝑛 дорiвнює

∑︁
1≤𝑚1+···+𝑚𝑘≤𝑛
𝑚1≤𝑛1,...,𝑚𝑘≤𝑛𝑘

𝑘∏︁
𝑖=1

𝐴𝑖

(︁𝑛𝑖

𝑚𝑖

)︁
, де 𝐴𝑖 =

{︃ ∑︀
𝑗 ̸=𝑖

𝑚
𝑛𝑖
𝑗 , якщо 𝑚𝑖 = 0;

𝑚
𝑛𝑖−𝑚𝑖
𝑖 , якщо 𝑚𝑖 ̸= 0.

c) Кiлькiсть iдемпотентiв у напiвгрупi 𝒫𝒯 (𝜌)
𝑛 дорiвнює

∑︁
0≤𝑚1+···+𝑚𝑘≤𝑛
𝑚1≤𝑛1,...,𝑚𝑘≤𝑛𝑘

𝑘∏︁
𝑖=1

𝐵𝑖

(︁𝑛𝑖

𝑚𝑖

)︁
, де 𝐵𝑖 =

{︃ ∑︀
𝑗 ̸=𝑖

(𝑚𝑗 + 1)𝑛𝑖 , якщо 𝑚𝑖 = 0;

(𝑚𝑖 + 1)𝑛𝑖−𝑚𝑖 , якщо 𝑚𝑖 ̸= 0.
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Математична модель iнвестицiйного страхування та
її реалiзацiя в Excel

А. М. Буковецька
Метою роботи є порiвняння двох видiв страхування: звичайного накопичуваль-

ного та iнвестицiйного, розгляд доцiльностi використання продукту «unit-linked».
Накопичувальне страхування базується на тому, що клiєнт сплачує грошi, а стра-
хова компанiя iнвестує цi грошi. Останнi роки набула актуальностi стратегiя, коли
власник договору самостiйно розпоряджається iнвестуванням, адже бiльший ризик
може принести бiльший виграш. Саме це i називається договорами Unit-linked.

Пiд час доповiдi буде розглянуто теоретичну модель iнвестицiйного страхуван-
ня, висвiтлено особливостi даного продукту. Детальну увагу присвячено розвитку
в Українi. У практичнiй частинi реалiзовано модель iнвестицiйного страхування в
Excel, що дало змогу проiлюструвати позитивнi змiни у динамiцi договору страху-
вання. Проте, головним результатом є той факт, що ефективнiсть моделi базуються
виключно на обраннi стратегiї власником договору.
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Договiр unit-linked може стати складовою грамотного диверсифiкованого порт-
фелю. Але варто пам’ятати, що цей продукт не може бути єдиним при iнвестицiї
грошей. Iнвестицiйне страхування не є панацеєю вiд бiдностi, хоча i може суттєво
покращити фiнансовий стан власника.

Список лiтератури

[1] В. Д. Базилевич , К. С. Базилевич, Страхова справа. К.: Товариство «Знання»,
2002.

[2] В. П. Зубченко, Математичнi основи страхування життя: навчальний посi-
бник. К.: ВПЦ «Київський унiверситет», 2016.

Автор

Андрiяна Миколаївна Буковецька — студентка третього курсу, механiко-
математичний факультет, Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шев-
ченка, Київ, Україна; E-mail: 19odri99@gmail.com

On Jackson type estimates for piecewise 𝑞-monotone
approximation

V. Voloshyna

Let 𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] be q-monotone, 𝑞 ≥ 2, if 𝑓 ∈ 𝐶(𝑞−2)(𝑎, 𝑏) and 𝑓 (𝑞−2) is a convex
function on (a,b).

Consider T= {𝑇𝑘[𝑎, 𝑏]} where 𝑇𝑘[𝑎, 𝑏] = 𝑡𝑖
𝑘+1
𝑖=0 such that

𝑡𝑘+1 = 𝑎 < 𝑡𝑘 < ... < 𝑡1 < 𝑏 = 𝑦0, 𝑘 ≥ 1.

𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] is piecewise q-monotone with respect to 𝑇𝑘[𝑎, 𝑏] if it changes its q-

monotonicity at the points 𝑡𝑖, if (−1)𝑖−1𝑓 (𝑞−2) is convex in (𝑡𝑖, 𝑡𝑖−1), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 + 1.

Δ(𝑞)(𝑇𝑘[𝑎, 𝑏]) is the collection of all such piecewise q-monotone functions and 𝑊 𝑟[𝑎, 𝑏]

is the Sobolev class of 𝑓 ∈ 𝐴𝐶𝑟−1[𝑎, 𝑏], such that ||𝑓 (𝑟)[𝑎, 𝑏]|| ≤ 1.

Let 𝑃𝑛, be the space of trygonometrical polynomials of degree ≤n. For 𝑔 ∈ 𝐶[−1, 1],
let 𝐸𝑛(𝑔) := inf𝜏𝑛∈𝑃𝑛 ||𝑔−𝜏𝑛|| denote the error of the best approximation of the function

𝑔. If 𝑔 ∈ Δ(𝑞)(𝑇𝑘), we use the notation

𝐸
(𝑞)
𝑛 (𝑔, 𝑇𝑘) := inf

𝜏𝑛∈𝑃𝑛
⋂︀

Δ(𝑞)(𝑇𝑘)
||𝑔 − 𝜏𝑛||,

the error of the best co-q-monotone approximation of the function 𝑔.

We are going to prove or disprove the conjectures 1 and 2.

Conjecture 1. For each 𝑞 ≥ 3, 𝑟 ∈ 𝑁 , 𝑘 ∈ 𝑁 and any 𝑇𝑘 ∈ T, there exists a

function 𝑓 ∈ Δ(𝑞)(𝑇𝑘)
⋂︀

𝑊 𝑟, such that lim sup𝑛→∞ 𝑛𝑟𝐸
(𝑞)
𝑛 (𝑓, 𝑇𝑘) = ∞.

Conjecture 2. Let 𝑞 ≥ 3,𝑘 ∈ 𝑁 , and 𝑇𝑘 ∈ T. There is a function

𝑓 ∈ Δ(𝑞)(𝑇𝑘)
⋂︀

𝑊 𝑞−2, such that 𝐸
(𝑞)
𝑛 (𝑓, 𝑇𝑘) ≥ 𝐶(𝑞, 𝑇𝑘), 𝑛 ∈ 𝑁 , 𝐶(𝑞, 𝑇𝑘) > 0

depends only on 𝑞 and 𝑇𝑘.
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Умови обмеженостi гауссового випадкового процесу
з ймовiрнiстю 1 на R+ та їх застосування

О. М. Гопкало

Робота присвячена знаходженню умов, за яких iснують обмеженi на R+ розв’яз-
ки рiвняння теплопровiдностi параболiчного типу. Для цього вивчаються умови, за
яких випадковi процеси є обмеженими на R+ з ймовiрнiстю одиниця, зокрема такi
умови отриманi для гауссових процесiв.

Для рiвнянь параболiчного типу, у яких початковi умови є гауссовим процесом,
знайдено умови iснування розв’язку, а також зображення цього розв’язку у вигля-
дi формули Пуассона. Знайденi також оцiнки розподiлу супремума розв’язку на
необмеженiй областi.

Ця задача є нетривiальною. Подiбним задачам, а саме дослiдженню поведiнки
супремума на нескiнченностi, присвячено багато робiт, зокрема роботи [2], [3].

Робота є актуальною, оскiльки знайденi результати можна застосовувати для
знаходження розв’язкiв рiвнянь математичної фiзики.

Отриманi результати опублiковано в журналi «Науковий вiсник Ужгородського
унiверситету» [4].
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Объёмная повреждаемость резиновых частей шины
и дорожного полотна в области контакта

многоэлементной системы «автомобильная
шина–асфальтобетон» при различных нагрузках

Г. В. Грибовский
В автомобильной промышленности и для автодорожных служб большое практи-

ческое значение имеют компьютерные модели, которые позволяют смоделировать
пространственное напряжённо-деформированное состояние (НДС) многоэлемент-
ной системы «автомобильная шина–асфальтобетон» при оценке объмёной повре-
ждаемости и износа как протектора шины, так и асфальтобетонного дорожного
покрытия, работающих в условиях контактной, механической и фрикционной уста-
лости.

В данной работе рассматривается полное взаимодействие всех элементов систе-
мы «автомобильная шина–асфальтобетон» с помощью компьютерного моделирова-
ния в ANSYS. На систему воздействует радиальная нагрузка на диск (с 6 до 10
кН) и внутреннее давление в шине (с 0,65 до 0,85 МПа) [1, 2]. Главной задачей
этой работы является оценка объёмной повреждаемости в области контакта шины
и асфальтобетона (рис. 1a), где возникают наибольшие напряжения: 1) резиновый
протектор, 2) асфальтобетон; 3) резина под нейлоновым каркасом.

Расчёт повреждаемости был основан на использовании модели деформирован-
ного твёрдого тела с опасным объёмом. В соответствии с данной моделью, опасным
объёмом является пространственная область нагруженного тела, в которой действу-
ющие напряжения превышают предельные [3]. Предел допустимых напряжений на
фрикционную усталость был равен 0,5 МПа, а для остальных резиновых частей
системы – 1 МПа. Расчёт опасных объёмов производился по интенсивности напря-
жений.

В протекторе и асфальтобетоне с увеличением радиальной нагрузки на диск с 6
до 10 кН, опасные объёмы возрастают в 2,7–3 и 6–7,5 раза соответственно (рис. 1).
Однако, при увеличении радиальной нагрузки на диск, опасные объёмы для рези-
ны под нейлоновым каркасом уменьшаются примерно на 17–34%, что может быть
вызвано сложным характером перераспределения напряжений в данной области.
При изменении внутреннего давления в шине с 0,65 до 0,85 МПа опасные объёмы,
в среднем, изменяются не более чем на 1-3% в протекторе и 3–30% в асфальтобе-
тоне, за исключением резины под нейлоновым каркасом, где данные характеристи-
ки увеличиваются примерно в 2,4–3,1 раза, т.к. данная зона испытывает большие
изгибающие нагрузки при радиальной нагрузке на диск в условии взаимодействия
с нейлоновым каркасом и стальным брекером.
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Рис. 1. Рассматриваемые зоны (а) в области контакта шины и асфальтобе-
тона для анализа опасных объёмов в резине под нейлоновым каркасом (б),
протекторе шины (в) и асфальтобетоне (г)

кладной механики, Белорусский государственный университет, Минск, Беларусь;
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Визначення неоднорiдностi пружних властивостей
п’єзокерамiчного стержня

О. А. Гур’єва
В промислових процесах виготовлення елементiв конструкцiй можливi випадки

появи неоднорiдностей, мiкротрiщин та iнших дефектiв матерiалу деталi. Наяв-
нiсть таких неоднорiдностей в об’ємi пружних тiл призводить до змiни усереднених
механiчних характеристик (пружних модулiв) та до можливої появи областей кон-
центрацiї напружень, i, як наслiдок, до руйнування складових частин механiзмiв
та конструкцiй. Наявнiсть локальної неоднорiдностi приводить до змiни динамiчної
поведiнки елементiв конструкцiй, зокрема змiнюється спектр власних частот коли-
вань. Виникає питання про визначення характеру та положення областей дефектiв
у пружному тiлi за порiвняльним аналiзом реального спектра власних частот з
iдеальним (аналiтично визначеним) спектром.

Метою роботи є дослiдження впливу локальних неоднорiдностей на спектр вла-
сних частот п’єзокерамiчного стрижня та ефективностi спектрального методу ви-
значення таких локальних неоднорiдностей. Для побудови рiшення таких задач не-
обхiдно мати додаткову iнформацiю про об’єкт дослiдження, наприклад, про роз-
ташування неоднорiдностi i її приблизнi розмiри. Якщо ж геометрiю тiла вважати
заданою, то спектральнi методики вирiшення такого завдання дозволяють визна-
чити просторовий розподiл його фiзичних властивостей.

Як приклад, розглянуто задачу про повздовжнi коливання п’єзокерамiчного
стержня з товщинною поляризацiєю, з роздiленим електродним покриттям на ли-
цьових поверхнях, що дозволяє змоделювати пружний стержень з включеною нео-
днорiднiстю матерiалу. Механiчна неоднорiднiсть матерiалу п’єзостержня досягає-
ться пiдведенням до рiзних частин електродiв синфазного електричного навантаже-
ння рiзної амплiтуди. Збудження коливань здiйснюється генератором електричної
напруги з рiзницею вихiдних потенцiалiв, що змiнюється за гармонiчним законом.
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Для декiлькох перших нормальних мод визначенi власнi частоти коливань роз-
глянутого стержня при вiдсутностi механiчного навантаження. Знайденi частотнi
спектри спiвставленi зi спектром повздовжнiх коливань п’єзокерамiчного стержня
з суцiльним електродним покриттям [1].
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Узагальненi оцiнки Надарая-Ватсона для сумiшi зi
змiнними концентрацiями
Г. М. Дичко, Р. Є. Майборода

У данiй роботi запропоновано узагальнення оцiнки Надарая-Ватсона для ви-
бiрок з сумiшi зi змiнними концентрацiями. Отримано умови консистентностi та
асимптотичної нормальностi. Визначенi теоретично оптимальнi ядро та параметр
згладжування запропонованої оцiнки.

Розглянемо задачу непараметричної регресiї для сумiшей, у яких кожен об’єкт
𝑂𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑛, вибiрки може належати одному з 𝑀 компонентiв. Справжнє значення
номера компонента 𝜅𝑗 = 𝜅(𝑂𝑗), якому належить об’єкт 𝑂𝑗 невiдоме, але вiдомi
концентрацiї: 𝑝𝑚𝑗 = IP{𝜅𝑗 = 𝑚}, 𝑗 = 1, 𝑛,𝑚 = 1,𝑀 .

Нехай 𝜉(𝑂𝑗) = (𝑋𝑗 , 𝑌𝑗) – вектор характеристик об’єкта 𝑂𝑗 . Припустимо, що
залежнiсть мiж регресором 𝑋𝑗 та вiдгуком 𝑌𝑗 описується моделлю вигляду

𝑌𝑗 = 𝑔(𝜅𝑗)(𝑋𝑗) + 𝜀𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑛, (1)

де 𝑔(𝑚) - невипадкова функцiя регресiї 𝑚-го компонента сумiшi, 𝜀𝑗 - незалежнi з
𝑋𝑗 похибки регресiї, якi мають нульове середнє та невiдому дисперсiю. Позначимо
також 𝜎2

(𝑚)
= ID[𝜀𝑗 |𝜅𝑗 = 𝑚] < ∞,𝑚 = 1,𝑀 .

Припустимо, що розподiли 𝑋 для всiх компонент є абсолютно неперервними вiд-
носно мiри Лебега i позначимо 𝑓 (𝑚)(𝑥) – невiдому щiльнiсть регресора для об’єктiв
𝑚-того компоненту.

Тодi узагальнену оцiнку Надарая-Ватсона регресiї 𝑔(𝑘)(𝑥) iз (1) можна задати
як:

𝑔
(𝑘)
𝑛 (𝑥) =

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑎

𝑘
𝑗;𝑛𝑌𝑗𝐾

(︁
𝑥−𝑋𝑗

ℎ

)︁
∑︀𝑛

𝑗=1 𝑎
𝑘
𝑗;𝑛𝐾

(︁
𝑥−𝑋𝑗

ℎ

)︁ , (2)

де 𝑎𝑘𝑗;𝑛 - невипадковi ваговi коефiцiєнти

𝑎𝑘𝑗;𝑛 =
1

det Γ𝑛

𝑀∑︁
𝑚=1

(−1)𝑚+𝑘𝛾𝑘𝑚𝑝𝑚𝑗 ,
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Γ𝑛 = (< 𝑝𝑙, 𝑝𝑚 >𝑛)𝑀𝑙,𝑚=1, 𝛾𝑖𝑚 - 𝑖,𝑚-й мiнор матрицi Γ𝑛 (див. п. 2.1 у [2]);
𝐾 : IR → IR - ядро оцiнки;
ℎ - параметр згладжування оцiнки.

Теорема 1 (консистентнiсть). Нехай виконуються наступнi умови.
1. 𝐾 — фiнiтне обмежене ядро.
2. 𝑥0 ∈ IR є точкою неперервностi функцiй 𝑔(𝑘)(𝑥) та 𝑓 (𝑘)(𝑥).
3. 𝑓 (𝑘)(𝑥0) > 0.
4. Функцiї 𝑔(𝑚)(𝑥) i 𝑓 (𝑚)(𝑥) обмеженi в деякому околi точки 𝑥0 для всiх 𝑚 =

1,𝑀 .
5. Iснує 𝑐0 > 0, таке, що det Γ𝑛 > 𝑐0 для всiх 𝑛.
6. ℎ = ℎ𝑛 → 0, ℎ𝑛𝑛 → ∞ при 𝑛 → ∞.
Тодi

𝑔
(𝑘)
𝑛 (𝑥0)

P−→ 𝑔(𝑘)(𝑥0), 𝑛 −→ ∞.

Введемо наступнi позначення для запису умов асимптотичної нормальностi уза-
гальнених оцiнок Надарая-Ватсона. Нехай

𝐷 =

∫︁ ∞

−∞
𝑧2𝐾(𝑧)𝑑𝑧, 𝑑2− =

∫︁ 0

−∞
(𝐾(𝑧))2𝑑𝑧, 𝑑2+ =

∫︁ ∞

0

(𝐾(𝑧))2𝑑𝑧, 𝑑2 = 𝑑2− + 𝑑2+.

Точками над символом функцiї будемо позначати похiднi по 𝑑𝑥:

𝑓 (𝑘)(𝑥) =
𝑑

𝑑𝑥
𝑓 (𝑘)(𝑥), 𝑔(𝑘)(𝑥) =

𝑑2

𝑑𝑥2
𝑔(𝑘)(𝑥).

Теорема 2 (Асимптотична нормальнiсть). Нехай виконуються умови.
1. Функцiя 𝑔(𝑘)(𝑥) має неперервну другу похiдну 𝑔(𝑘)(𝑥) в околi точки 𝑥0.
2. Функцiї 𝑔(𝑚)(𝑥), 𝑚 = 1,𝑀 мають границi

𝑔(𝑚)(𝑥0−) = lim
𝑥↑𝑥0

𝑔(𝑚)(𝑥), 𝑔(𝑚)(𝑥0+) = lim
𝑥↓𝑥0

𝑔(𝑚)(𝑥).

3. Iснує Γ = lim𝑛→∞ Γ𝑛 i det Γ ̸= 0.
4. Для всiх 𝑚 = 1,𝑀 iснують границi ⟨

(︀
𝑎𝑘

)︀2
𝑝𝑚⟩ = lim

𝑛→∞
⟨
(︀
𝑎𝑘

)︀2
𝑝𝑚⟩

𝑛

5. У деякому околi точки 𝑥0 функцiї 𝑓 (𝑚)(𝑥) - неперервнi 𝑚 = 1,𝑀 ,
𝑓 (𝑘)(𝑥) — неперервно диференцiйовна i 𝑓 (𝑘)(𝑥0) > 0.
6. 𝐾 — фiнiтне обмежене ядро i

∫︀∞
−∞ 𝑧𝐾(𝑧)𝑑𝑧 = 0.

7. ℎ = ℎ𝑛 = 𝐻𝑛−1/5, де 𝐻 > 0 деяке фiксоване число.
Тодi

𝑛2/5(𝑔
(𝑘)
𝑛 (𝑥0)− 𝑔(𝑘)(𝑥0))

W−→ 𝒩 (𝜇(𝑘)(𝑥0), 𝑆
2
(𝑘)(𝑥0)),

де

𝜇(𝑘)(𝑥0) = 𝐻2𝐷

(︂
𝑔̇(𝑘)(𝑥0)𝑓 (𝑘)(𝑥0)

𝑓 (𝑘)(𝑥0)
+

1

2
𝑔(𝑘)(𝑥0)

)︂
,

𝑆2
(𝑘)(𝑥0) =

1

𝐻(𝑓 (𝑘)(𝑥0))2

𝑀∑︁
𝑚=1

𝑓 (𝑚)(𝑥0)⟨(𝑎𝑘)2𝑝𝑚⟩𝑅𝑚,
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𝑅𝑚 = 𝜎2
(𝑚)𝑑

2 + (𝑔(𝑘)(𝑥0)− 𝑔(𝑚)(𝑥0−))2𝑑2− + (𝑔
(𝑘)
𝑛 (𝑥0)− 𝑔(𝑚)(𝑥0+))2𝑑2+.

Зауваження 1. Обмеження ℎ𝑛𝑛 → ∞ у Теоремi 1 також вимагається для
консистентностi оцiнок Надарая-Ватсона за однорiдною вибiркою.

Зауваження 2. Швидкiсть збiжностi оцiнок у Теоремi 2 є непокращуваною на-
вiть для оцiнювання по однорiдних вибiрках, якщо розглядаються двiчi неперервно
диференцiйовнi функцiї регресiї.

У Теоремi 2 параметр згладжування задається у виглядi ℎ = 𝐻𝑛− 1
5 . Тому його

вибiр визначається значенням 𝐻. У термiнах асимптотичної середньоквадратичної
похибки, оптимальним значенням параметра буде

𝐻𝑜𝑝𝑡 = 5

⎯⎸⎸⎸⎸⎷𝑑2 1
(𝑓(𝑘)(𝑥0))2

∑︀𝑀
𝑚=1 𝑓

(𝑚)(𝑥0)⟨(𝑎𝑘)2𝑝𝑚⟩
(︁
𝜎2
(𝑚)

+ (𝑔(𝑘)(𝑥0)− 𝑔(𝑚)(𝑥0))2
)︁

4𝐷2
(︁

𝑔̇(𝑘)(𝑥0)𝑓
(𝑘)(𝑥0)

𝑓(𝑘)(𝑥0)
+ 1

2
𝑔(𝑘)(𝑥0)

)︁2

При цьому, ядро Єпанєчнiкова є оптимальним для оцiнювання, якщо функцiї
регресiї всiх компонентiв є неперервними у точцi оцiнювання.

Список лiтератури

[1] А.А. Боровков, Теория вероятностей. Наука: Москва, 1986.
[2] Р. Майборода, О. Сугакова, Оцiнювання та класифiкацiя за спостереженнями

iз сумiшi. К.: ВПЦ «Київський унiверситет», 2008.
[3] W. Hardle, M. Muller, S. Sperlich, A. Werwatz, Nonparametric and Semiparametric

Models. Springer-Verlag Berlin, 2004.

Автори

Галина Миколаївна Дичко — студентка 2-го курсу магiстратури, механiко-
математичний факультет, Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шев-
ченка, Київ, Україна; E-mail: galia.dychko@gmail.com

Ростислав Євгенович Майборода — професор, доктор фiзико-
математичних наук, механiко-математичний факультет, Київський нацiональний
унiверситет iменi Тараса Шевченка, Київ, Україна; E-mail: mre@univ.kiev.ua

Solvency II: структура та принципи, можливостi та
виклики

В. П. Зубченко
Пiд час доповiдi розглянемо базову структуру та принципи Solvency II - євро-

пейської директиви платоспроможностi для страхового сектору економiки. З одного
боку, SII є складною системою, представленою значною кiлькiстю компонент, мо-
дулiв, зображень, звiтiв. З iншого боку, SII вiдкриває широкi можливостi щодо за-
безпечення оперативного контролю дiяльностi страхової компанiї, високого рiвня її
надiйностi та платоспроможностi, прозоростi та публiчностi iнформацiї щодо основ-
них показникiв дiяльностi страхового ринку, значно збiльшує конкурентi переваги
страхової компанiї.

Проаналiзуємо основнi компоненти моделi:
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- кiлькiснi вимоги, зокрема моделi розрахунку платоспроможного та мiнi-
мального капiталу (Solvency Capital Requirement & Minimum Capital Requi-
rement вiдповiдно);

- управлiння та регулюючий нагляд, зокрема модель проспективого монiто-
рингу процесу оцiнки ризику та забезпечення платоспроможностi страхової
компанiї (Own Risk and Solvency Assessment);

- прозорiсть та розкриття iнформацiї кожним iз учасникiв страхового ринку,
що передбачає регулярну подачу комплексу стандартизованих звiтiв щодо
ключових показникiв дiяльностi страхової компанiї (Solvency and Financi-
al Condition Report, Regular Supervisory Reporting, Quantitative Reporting
Template, Own Risk and Solvency Assessment Report та iн.)

Проаналiзуємо можливостi та виклики впровадження Solvency II на страховому
ринку України. Змоделюємо перспективи та ризики, доходи та витрати, складностi
та конкурентi переваги рiзних груп стейкхолдерiв. Розглянемо необхiднi змiни про-
фесiйних стандартiв пiдготовки актуарiїв та аналiтикiв страхового ринку України.
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Побудова дiаграми Вороного для рухомих точок на
площинi

А. М. Зуєв

Дiаграма Вороного є дуже цiкавою задачею у галузi обчислювальної геометрiї.
Вона має широке практичне застосування: катрографiя, бiологiя, хiмiя, обробка
зображень та багато iншого.

Проте, крiм цього, дана задача дозволяє робити певнi узагальнення. Розглянемо
одне iз них.

Нехай кожна з точок дiаграми Вороного рухається по деякiй траєкторiї, i ми
бажаємо мати можливiсть дiзнатися стан дiаграми у будь-який момент часу. Для
розв’язання цiєї задачi було проведено аналiз того, як структура дiаграми змiнюєть-
ся з часом. Виходячи з цього, створено метод,що дозволяє знаходити час наступної
змiни структури дiаграми, виходячи з припущення, що залежнiсть координат точки
вiд часу можна виразити полiномом. I далi, згенерувававши всi змiни структури
дiаграми, ми зможемо швидко одержувати стан дiаграми у довiльний момент часу
та виконувати запити.
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Мажорижацiя трикутникiв та нерiвнiсть Карамати
П. Є. Козаровицька

У данiй роботi вводиться поняття мажоризацiї трикутникiв, за допомогою яко-
го можна встановити багато цiкавих геометричних нерiвностей. Актуальнiсть цiєї
роботи полягає тому, що поняття мажоризацiї має широке застосування в багатьох
областях сучасної науки [3]. Мета даної роботи –– вивчення цього поняття та зна-
ходження нових геометричних спiввiдношень, якi порiвнюють вiдповiднi елементи
мажоруючих трикутникiв.

Надалi будемо використовувати такi позначення: 𝑋 ≺ 𝑌 — набiр 𝑌 мажорує
набiр 𝑋 [2]; 𝑋 ≺𝑤 𝑌 — набiр 𝑌 слабко мажорує набiр 𝑋 [3].

Будемо казати, що трикутник 𝐴2𝐵2𝐶2 мажорує трикутник 𝐴1𝐵1𝐶1, якщо
(𝑎1, 𝑏1, 𝑐1) ≺ (𝑎2, 𝑏2, 𝑐2), тобто 𝑎1 ≥ 𝑏1 ≥ 𝑐1, 𝑎2 ≥ 𝑏2 ≥ 𝑐2 та справджуються та-
кi спiввiдношення: 𝑎1 ≤ 𝑎2; 𝑎1 + 𝑏1 ≤ 𝑎2 + 𝑏2; 𝑎1 + 𝑏1 + 𝑐1 = 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2.

Користуючись тим фактом, що будь-який трикутник мажорує рiвностороннiй
трикутник такого самого периметра, отримаємо оцiнки певних елементiв трикутни-
ка, якi виражаються через його периметр 𝑃 . Головним iнструментом для доведення
цих нерiвностей є нерiвнiсть Карамати [1]. Декiлька отриманих спiввiдношень на-
ведено нижче.
Властивiсть 1. Для площ: 𝑆1 ≥ 𝑆2.
Наслiдок. У довiльному трикутнику 𝑆 ≤ 𝑃2√3

36
.

Властивiсть 2. Для радiусiв вписаних кiл: 𝑟1 ≥ 𝑟2.
Наслiдок. У довiльному трикутнику 𝑟 ≤ 𝑃

√
3

18
.

Властивiсть 3. Для висот:
(︁

1
ℎ𝑎1

, 1
ℎ𝑏1

, 1
ℎ𝑐1

)︁
≺𝑤

(︁
1

ℎ𝑎2
, 1
ℎ𝑏2

, 1
ℎ𝑐2

)︁
.

Властивiсть 4. Для медiан:
(︁
𝑚2

𝑐1
,𝑚2

𝑏1
,𝑚2

𝑎1

)︁
≺𝑤

(︁
𝑚2

𝑐2
,𝑚2

𝑏2
,𝑚2

𝑎2

)︁
.

Отже, у роботi введене поняття мажоризацiї трикутникiв, дослiджено його за-
стосування в геометрiї та доведено декiлька геометричних нерiвностей та спiввiд-
ношень за допомогою цього поняття.
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Реалiзацiя нечiткого екстрактору на основi
проблеми навчання з помилками

П. В. Колеснiченко
У роботi буде представлено схему нечiткого екстрактору, який дозволяє вико-

ристовувати бiометричнi данi замiсть секретного ключа.
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Нечiткий екстрактор створений на основi проблеми навчання з помилками
(LWE), яка вважається складною. Зауважимо, що бiометричнi данi використову-
ються лише для генерацiї таємного ключа та нiде не зберiгаються.

Означення 1 (Нечiткий екстрактор). Пара алгоритмiв (𝐺𝑒𝑛,𝑅𝑒𝑐) зветься не-
чiтким екстрактором, якщо

- Алгоритм 𝐺𝑒𝑛 бере на вхiд 𝜔 ∈ ℳ, ℳ - метричний простiр, i повертає
пару (𝑝𝑢𝑏, 𝑟), де 𝑟 - секрет, а 𝑝𝑢𝑏 - пiдказка, яка може бути оприлюднена.

- Алгоритм 𝑅𝑒𝑐 бере на вхiд 𝜔‘ ∈ ℳ i пiдказку 𝑝𝑢𝑏, та повертає 𝑟‘.
причому ∀𝜔, 𝜔‘ ∈ ℳ, 𝑑(𝜔, 𝜔‘) ≤ 𝑡, якщо 𝐺𝑒𝑛(𝜔) = (𝑝𝑢𝑏, 𝑟), то 𝑅𝑒𝑐(𝑝𝑢𝑏, 𝜔‘) = 𝑟;

Gen(𝜔) Rec(𝑝𝑢𝑏, 𝜔‘)
1. Choose uniform s← Z𝑛

𝑞 1. Parse 𝑝𝑢𝑏 as (c,B,h)
2. Let c = As + 𝜔 let b = c− 𝜔‘

3. Choose uniform r← {0, 1}𝑚 2. Compute s‘ = 𝐷𝑒𝑐𝑜𝑑𝑒𝑡(A,b)
and compute (B,h)← 𝐸𝑛𝑐𝑠(r) 3. Compute r‘ = 𝐷𝑒𝑐s‘(B,h)
4. Set 𝑝𝑢𝑏 = (c,B,h) 4. Output r‘
5. Output (𝑝𝑢𝑏, 𝑟)

Таблиця 1. Алгоритм нечiткого екстрактору [1]

Запропонований алгоритм було реалiзованно за допомогою Java бiблiотеки
cc.redberry [2]. Реалiзована схема нечiткого екстрактору показала здатнiсть цього
алгоритма працювати на штучно згенерованих замiрах бiометрики.
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Використання ланцюгових дробiв та їх зв’язок з
гiперболiчною геометрiєю

О. В. Кот
1. Метою роботи є дослiдження використання ланцюгових дробiв, як в матема-

тицi, так i в оточуючому середовищi.
2. Робота є актуальною тому, що ланцюговi дроби є основою багатьох процесiв,

що дозволяє з математичної точки зору поглянути на проблему, оцiнити її та ви-
рiшити. Таким чином ланцюговий дрiб є допомiжним математичним iнструментом
вчених при розробцi певних речей, в яких зустрiчається такий дрiб.

3. Загальним виглядом ланцюгового дробу будь-якого числа (наприклад, 𝑏) є:

𝑏0 +
1

𝑏1 + 1
𝑏2+

1
𝑏3+...

,
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де 𝑏𝑛 (за умови, що кожне наступне число є виду 𝑏𝑛+1) є цiлими додатними числами
(𝑏0 — цiле, а всi iншi натуральнi).

4. Перетворення iррацiональних дробiв використовують для доведення iррацiо-
нальностi чисел.

5. Сумарною послiдовнiстю Фiбоначчi можна трактувати закономiрнiсть проявiв
ланцюгових дробiв, що зустрiчаються у природi.

6. Прояв зв’язку мiж ланцюговими дробами та гiперболiчною геометрiєю ха-
рактеризується за допомогою теселяцiї Ферея та перетворень Мобiуса. Теселяцiя
Ферея – це замiщення фiгурами або подiл на плитки гiперболiчної площини. Це
означає, що iснує стандартна фiгура – рiвностороннiй трикутник, чиї зоображення
пiд певною групою симетрiї накривають площину без перекриття. За допомогою
перетворень Мобiуса було дослiджена простi ланцюговi дроби з геометричної точки
зору, на вiдмiну вiд традицiйної алгебраїчної.
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Про обмеженi розв’язки одного рiзницевого
рiвняння другого порядку

В. П. Кравець
Нехай 𝑋 - 𝑚-вимiрний комплексний банахiв простiр з нормою ‖·‖ i нульовим

елементом 0̄; 𝐴,𝐵 - лiнiйнi оператори в 𝑋; 𝐼,𝑂 - одиничний та нульовий оператори
в 𝑋.

Розглянемо рiзницеве рiвняння

𝑥𝑛+1 − 2𝑥𝑛 + 𝑥𝑛−1 = 𝐹𝑛𝑥𝑛 + 𝑦𝑛, 𝑛 ∈ Z, (1)

у якому {𝑦𝑛, 𝑛 ∈ Z} – задана, а {𝑥𝑛, 𝑛 ∈ Z} – шукана послiдовнiсть елементiв
простору 𝑋, 𝐹𝑛 = 𝐴,𝑛 ≥ 1, 𝐹𝑛 = 𝐵,𝑛 ≤ 0.

Умова 1. Для довiльної обмеженої в 𝑋 послiдовностi {𝑦𝑛, 𝑛 ∈ Z} рiвняння (1)
має єдиний обмежений розв’язок {𝑥𝑛, 𝑛 ∈ Z} у просторi 𝑋.

17



Покладемо
𝑋2 :=

{︀
(𝑥(1), 𝑥(2))𝑡

⃒⃒
𝑥(1), 𝑥(2) ∈ 𝑋

}︀
.

Тодi 𝑋2 — 2𝑚-вимiрний банахiв простiр з покоординатними операцiями i нормою
||𝑥||* = ||𝑥(1)||+||𝑥(2)||. Якщо 𝐸,𝐹,𝐺,𝐻— лiнiйнi оператори в 𝑋, то, як i для випадку

числових матриць, 𝑇 =

(︂
𝐸 𝐹
𝐺 𝐻

)︂
задає лiнiйний оператор в 𝑋2.

Нехай 𝑇𝐴 =

(︂
𝐴+ 2𝐼 −𝐼

𝐼 𝑂

)︂
, 𝜎(𝑇𝐴) — спектр оператора 𝑇𝐴,

𝑆 =
{︀
𝑧 ∈ C | |𝑧| = 1

}︀
.

Справджуються такi теореми.

Теорема 1. Для того, щоб для рiзницевого рiвняння (1) виконувалася умова 1,
необхiдно i достатньо, щоб виконувалися такi умови:

(i) 𝜎(𝑇𝐴) ∩ 𝑆 = ∅, 𝜎(𝑇𝐵) ∩ 𝑆 = ∅;
(ii) 𝑋2 = 𝑋2

−(𝑇𝐴)+̇𝑋2
+(𝑇𝐵), тобто 𝑋2 є прямою сумою 𝑋2

−(𝑇𝐴) та 𝑋2
+(𝑇𝐵).

Теорема 2. Нехай оператори 𝐴, 𝐵 в одному i тому ж базисi простору 𝑋 зводя-
ться до дiагонального вигляду (тобто мають один i той же набiр власних векторiв
𝑢1, 𝑢2, ..., 𝑢𝑚, якi утворюють базис в 𝑋). Тодi для рiзницевого рiвняння (1) умова 1
виконується у тому i тiльки у тому випадку, коли

𝜎(𝐴) ∩ [−4; 0] = ∅, 𝜎(𝐵) ∩ [−4; 0] = ∅.
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Спектральнi властивостi напiвгрупи часткових
автоморфiзмiв регулярного кореневого дерева

О. В. Крицька
Нехай 𝑇 – 𝑛-рiвневе 𝑑-регулярне кореневе дерево, а 𝑃𝐴𝑢𝑡𝑇 - напiвгрупа його

часткових перетворень. Позначатимемо через 𝑥 ∈ 𝒫𝑛 - частковий автоморфiзм.
Нехай 𝐵𝑛 позначає кiлькiсть вершин на 𝑛-ому рiвнi 𝑇 . Очевидно, що |𝐵𝑛| = 𝑑𝑛.
Занумеруємо вершини 𝐵𝑛 натуральними числами вiд 1 до 𝑑𝑛:

𝐵𝑛 = {𝑣𝑛𝑖 |𝑖 = 1, . . . , 𝑑𝑛}.

Для довiльно обраного перетворення 𝑥 ∈ 𝒫𝑛 задамо матрицю

𝐴𝑥 =
(︁
1{𝑥(𝑣𝑛

𝑖 )=𝑣𝑛
𝑗 }

)︁𝑑𝑛

𝑖,𝑗=1
.

Iншими словами, (𝑖, 𝑗) компонента матрицi 𝐴𝑥 дорiвнює 1, якщо перетворення 𝑥
переводить 𝑖−ту вершину в 𝑗−ту, i дорiвнює 0 в iншому випадку. Нехай 𝜒𝑥(𝜆) –
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характеристичний многочлен для 𝐴𝑥 i 𝜆1, . . . , 𝜆𝑑𝑛 - його коренi з урахуванням кра-
тностi.

Означення. Кажуть, що випадкова величина 𝜉 має рiвномiрний розподiл на
вiдрiзку [𝑎, 𝑏], якщо її щiльнiсть стала всерединi вiдрiзка та дорiвнює нулю поза
ним.

Позначимо

Ξ =
1

𝑑𝑛

𝑑𝑛∑︁
𝑘=1

𝛿𝜆𝑘

– рiвномiрний розподiл власних чисел матрицi 𝐴𝑥. Для часткового автоморфiзму
𝑥 ∈ 𝒫𝑛 нехай 𝜂𝑛(𝑥) = Ξ𝑛(0) позначає вiдношення нульових власних чисел матрицi
𝐴𝑥, i нехай 𝜉𝑛(𝑥) = 1− 𝜂𝑛(𝑥) позначає вiдношення ненульових власних чисел. Тодi
доречно стверджувати, що

𝜂𝑛(𝑥)
P−→ 1, 𝑛 → ∞,

або, що еквiвалентно,
𝜉𝑛(𝑥)

P−→ 0, 𝑛 → ∞.
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Асимптотична нормальнiсть векторної оцiнки
максимальної вiрогiдностi в дробовiй моделi

Васiчека
С. С. Логвiненко

Розглядається дробова модель Васiчека, яка описується стохастичним диферен-
цiальним рiвнянням

𝑋𝑡 = 𝑥0 +

𝑡∫︁
0

(𝛼− 𝛽𝑋𝑠) 𝑑𝑠+ 𝛾𝐵𝐻
𝑡 , 𝑡 ≥ 0,

де 𝐵𝐻 — це дробовий броунiвський рух з iндексом Хюрста 𝐻. Припускається, що
параметри 𝑥0 ∈ R, 𝛾 > 0 та 𝐻 ∈ (0, 1) вiдомi. Основною цiллю дослiдження є оцiнка
невiдомих параметрiв 𝛼 ∈ R та 𝛽 > 0 за допомогою неперервних траєкторiй процесу
𝑋 на iнтервалi [0, 𝑇 ].

Застосовуючи аналог теореми Гiрсанова для дробового броунiвського руху, бу-
ло отримано оцiнки максимальної вiрогiдностi (ОМВ) ̂︀𝛼𝑇 та ̂︀𝛽𝑇 для параметрiв
𝛼 та 𝛽 вiдповiдно при 𝐻 > 1/2 та доведено їх консистентнiсть та асимптотичну
нормальнiсть ([2, Теорема 3.4]).

19



У данiй роботi дослiджується асимптотичний розподiл ОМВ
(︁̂︀𝛼𝑇 , ̂︀𝛽𝑇

)︁
для ве-

кторного параметра (𝛼, 𝛽). Було побудовано генератрису моментiв для чотирьох
допомiжних статистик, через якi виражається ОМВ ([1, Теорема 3.4]). За допомогої

цiєї генератриси доведено асимптотичну нормальнiсть ОМВ
(︁̂︀𝛼𝑇 , ̂︀𝛽𝑇

)︁
([1, Теорема

4.2]). Варто вiдзначити, що оцiнки ̂︀𝛼𝑇 та ̂︀𝛽𝑇 виявилися асимптотично незалежними.
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Вплив попереднiх напружень на швидкiсть
розповсюдження плоских хвиль перпендикулярно

до шарiв нанокомпозитного матерiалу
С. Ю. Мазур

Останнi десятилiття були присвяченi пошукам матерiалiв, властивостi яких пе-
ревершують вже вiдомi. В цьому планi гарно себе проявляють композити, а ще кра-
ще – нанокомпозити. Специфiкою останнiх є характерний розмiр складових – 10−9

- 10−7 м. Велика частина нанокомпозитiв виготовляються за високих температур.
Звiдси – висока ймовiрнiсть появи залишкових напружень.

В доповiдi вивчається вплив попереднiх напружень на швидкiсть розповсюдже-
ння плоских хвиль перпендикулярно до шарiв нанокомпозитного матерiалу. Шари
композиту складаються з двох матерiалiв, якi чергуються. Визначальнi спiввiдно-
шення нелiнiйно пружних компонентiв нанокомпозиту задаються потенцiалом Мер-
нагана:

Φ =
1

2
𝜆(𝐴1)

2 + 𝜇𝐴1 +
𝐴

3
(𝐴1)

3 +𝐵𝐴1𝐴2 +
𝐶

3
𝐴3, (1)

де 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3 - перший, другий i третiй алгебраїчнi iнварiанти тензора деформацiй
Грiна 𝜀𝑖𝑗 вiдповiдно.

Для беспосереднього визначення швидкостей хвиль при проходженнi шарiв на-
нокомпозиту проводиться аналiз дисперсiйних рiвнянь. Розглядається випадок дов-
гих в порiвняннi з товщинами шарiв хвиль. Це дає змогу значно спростити диспер-
сiйнi рiвняння.

В результатi отримано графiки залежностi швидкостi поздовжнiх та поперечних
хвиль в залежностi вiд початкових напружень.

20



Список лiтератури

[1] Л.М. Бреховских, Волны в слоистых средах. М.: Изд-во АН СССР, 1957.
[2] А.Н.Гузь, Упругие волны в телах с начальными (остаточными) напряжени-

ями. Киев: “А.С.К.”, 2004.

Автори

Сергiй Юрiйович Мазур — студент 2-го курсу магiстратури, механiко-
математичний факультет, Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса
Шевченка, Київ, Україна; E-mail: s.masur17@gmail.com

Наближення розв’язкiв кабельного рiвняння iз
загальною стохастичною мiрою

Б. I. Манiкiн
Нехай X — довiльна множина, ℬ — 𝜎-алгебра пiдмножин X, (Ω,ℱ ,P) — повний

ймовiрнiсний простiр. Через 𝐿0 = 𝐿0 (Ω,ℱ ,P) позначимо множину всiх випадкових
величин. Збiжнiсть в 𝐿0 означає збiжнiсть за ймовiрнiстю. Стохастичною мiрою на
ℬ називається 𝜎-адитивне вiдображення 𝜇 : ℬ → 𝐿0.

В роботi [1] дослiджено стохастичне кабельне рiвняння вигляду⎧⎪⎨⎪⎩
𝜕𝑢(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
=

𝜕2𝑢(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥2
− 𝑢(𝑡, 𝑥) + 𝜎(𝑡, 𝑥) 𝜇̇(𝑥) ,

𝜕𝑢

𝜕𝑥
(𝑡, 0) =

𝜕𝑢

𝜕𝑥
(𝑡, 𝐿) = 0 , 𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥) .

(1)

Тут 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿, 𝑢 : [0, 𝑇 ]× [0, 𝐿]×Ω → R — невiдома випадкова функцiя,
𝜇 — стохастична мiра, визначена на борельовiй 𝜎−алгебрi в [0, 𝐿] ⊂ R.

Розглядається розв’язок (1) у м’якому сенсi:

𝑢(𝑡, 𝑥) =

∫︁ 𝐿

0

𝐺(𝑡, 𝑥, 𝑦)𝑢0(𝑦) 𝑑𝑦 +

∫︁
[0,𝐿]

𝑑𝜇(𝑦)

∫︁ 𝑡

0

𝐺(𝑡− 𝑠, 𝑥, 𝑦)𝜎(𝑠, 𝑦) 𝑑𝑠. (2)

Тут 𝐺 — це фундаментальний розв’язок однорiдного кабельного рiвняння. Дослi-
джується збiжнiсть розв’язкiв рiвняння

𝑢(𝑛)(𝑡, 𝑥) =

∫︁ 𝐿

0

𝐺(𝑡, 𝑥, 𝑦)𝑢0(𝑦) 𝑑𝑦 +

∫︁
[0,𝐿]

𝑑𝜇(𝑛)(𝑦)

∫︁ 𝑡

0

𝐺(𝑡− 𝑠, 𝑥, 𝑦)𝜎(𝑠, 𝑦) 𝑑𝑠. (3)

Умова 1. 𝜎(𝑡, 𝑥) має неперервну за парою змiнних обмежену похiдну
𝜕2𝜎

𝜕𝑡 𝜕𝑥
.

Умова 2. 𝑢0(𝑦) = 𝑢0(𝑦, 𝜔) вимiрна, i при кожному фiксованому 𝜔 ∈ Ω має

неперервну за 𝑦 обмежену похiдну
𝜕𝑢0

𝜕𝑦
.

Теорема 1. Нехай виконуються умови 1 та 2, а також

sup
𝑥∈[0,𝐿]

|(𝜇(𝑛) − 𝜇)[0, 𝑥])| → 0 м.н., 𝑛 → ∞.
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Тодi iснують модифiкацiї 𝑢 з (2), 𝑢(𝑛) з (3) такi, що

sup
𝑡∈[0,𝑇 ],𝑥∈[0,𝐿]

|𝑢(𝑛)(𝑡, 𝑥)− 𝑢(𝑡, 𝑥)| → 0 м.н., 𝑛 → ∞.
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Доведення симетричних нерiвностей з трьома
змiнними

С. В. Мицик

Проблема та актуальнiсть дослiдження. Ця робота є продовженням до-
слiдження автором методiв доведення нерiвностей, частина результатiв якого опу-
блiкована у збiрнику матерiалiв ХVI Мiжнародної науково-практичної конференцiї
«Шевченкiвська весна – 2018».

Мета роботи полягає в аналiзi новiтнiх технологiй доведення симетричних не-
рiвностей з трьома змiнними – нерiвностi Шура, симетричної кубiчної нерiвностi,
теореми Столарскi, нерiвностi Мюрхеда – та демонстрацiї можливостей їх практич-
ного застосування. З кiлькох збiрникiв та досвiду участi автора у Всеукраїнському
математичному олiмпiадному русi пiдiбрано симетричнi нерiвностi з трьома змiн-
ними, для доведення яких використанi представленi в роботi технологiї.

Одержанi результати. Проведене дослiдження засвiдчило, що застосування
технологiй доведення симетричних нерiвностей з трьома змiнними дозволяє суттєво
спростити алгоритм розв’язування багатьох нестандартних задач i тим самим пiд-
вищити ефективнiсть пiдготовки до математичних олiмпiад i турнiрiв, а також вiд-
криває простiр для творчостi i надає можливостi для створення авторських задач. В
роботi представленi чотири задачi (автор С. Мицик), розв’язання яких передбачає
використання проаналiзованих технологiй.

Задача 1. Нехай 𝑎, 𝑏, 𝑐 – додатнi дiйснi числа, такi що 𝑎4 + 𝑏4 + 𝑐4 = 1/2.
Довести, що

𝑎𝑏𝑐(𝑎+ 𝑏+ 𝑐) ≥ (𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3)(𝑎+ 𝑏+ 𝑐)− 1.

Задача 2. Знайти найменше значення константи 𝑐, при якому для ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ≥ 0,
𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥 = 2 виконується нерiвнiсть

3(𝑥+ 𝑦 + 𝑧)3 + 𝑐𝑥𝑦𝑧 ≥ 22(𝑥+ 𝑦 + 𝑧).

Задача 3. Довести, що

𝑝3

3
− 𝑝𝑟2 ≥ 4𝑅3(sin𝛼 cos𝛼+ sin𝛽 cos𝛽 + sin 𝛾 cos 𝛾),
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де 𝑝 – пiвпериметр, 𝑟 – радiус вписаного кола, 𝑅 – радiус описаного кола, 𝛼, 𝛽, 𝛾 –
кути трикутника.

Задача 4. Нехай 𝑥, 𝑦, 𝑧 – невiд’ємнi дiйснi числа, 𝑛 ≥ 3. Довести, що

𝑥𝑛

(𝑦 + 1)(𝑧 + 1)
+

𝑦𝑛

(𝑥+ 1)(𝑧 + 1)
+

𝑧𝑛

(𝑥+ 1)(𝑦 + 1)
≥

3

4
.

З авторськими варiантами розв’язання цих задач можна ознайомитися у роботi
«Доведення симетричних нерiвностей з трьома змiнними», представленiй автором
на II етапi конкурсу-захисту Київського вiддiлення МАН України (секцiя: матема-
тика) у лютому 2019 р.
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Оцiнки параметрiв нелiнiйної регресiї за
спостереженнями з сумiшi

В. О. Мiрошниченко
Розглядається задача оцiнювання коефiцiєнтiв нелiнiйної регресiї за незалежни-

ми спостереженнями Ξ = (𝑋𝑖, 𝑌𝑖)𝑖=1𝑛 з сумiшi. При цому сумiш складається з де-
кiлькох компонент та ймовiрностей змiшування (𝑝𝑘𝑖 )

𝑖=1,𝑛
𝑘=1,𝑀 , що є рiзними для рiзних

компонент.
Модель регресiї має вигляд

𝑌𝑖 = 𝑔(𝑋𝑖, 𝑏
(𝑘𝑖)) + 𝜀

𝑘𝑖
𝑖 ,

де 𝑘𝑖 – номер компоненти до якої належить 𝑖-й об’єкт вибiрки, а 𝑏(𝑘𝑖) – невiдомi па-
раметри регресiї для об’єктiв iз 𝑘-ї компоненти, 𝜀𝑘𝑖

𝑖 – центрована похибка, розподiл
якої залежить вiд номера компоненти. Слiд зауважити, що 𝑘𝑖 не спостерiгається, а
𝜀
𝑘𝑖
𝑖 не залежить вiд 𝑋𝑖.

Ймовiрностi 𝑝𝑙𝑖 = 𝑃 (𝑘𝑖 = 𝑙) вiдомi.
Оцiнки параметрiв регресiї є розв’язком оцiночного рiвняння, яке отримується

шляхом диференцiювання узагальненого функцiоналу найменших квадратiв:

∇𝐺𝑘
𝑛(𝛾) = ∇(

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑘𝑖:𝑛(𝑌𝑖 − 𝑔(𝑋𝑖, 𝛾))
2) =

𝑛∑︁
𝑖=1

(−2)𝑎𝑘𝑖:𝑛(𝑌𝑖 − 𝑔(𝑋𝑖, 𝛾))∇𝑔(𝑋𝑖, 𝛾) = 0, (1)

де 𝑎𝑘𝑖:𝑛 – мiнiмакснi ваги, наведенi у [1].
Використовуючи результати з [2] можна отримати такi умови консистентностi

цих оцiнок.

Теорема 1. Нехай { ^
𝑏
(𝑘)
𝑛 } – послiдовнiсть оцiнок, якi отримуються з оцiночного

рiвняння для 𝑘-ї компоненти, а 𝑏(𝑘) – справжнi значення параметрiв. Припустимо,
що виконуються наступнi умови:

1. det Γ ̸= 0.
2. Θ – компакт в 𝑅𝑑.
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3. E|𝜀(𝑘)|𝛿 < ∞ та E||𝑋(𝑚)||𝛿 < ∞ для деякої 𝛿 > 0 ∀𝑚.
4. E|ℎ(𝑋(𝑚), 𝑌 (𝑚))|1+𝛿 < ∞, де ℎ(𝑥, 𝑦) = sup𝛾∈Θ ||𝑠(𝑥, 𝑦, 𝛾)|| для 𝛿 з умови 3, ∀𝑚,

де 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝛾) = (𝑦 − 𝑔(𝑥, 𝛾))∇(𝑔(𝑥, 𝛾)).
5. 𝑔(𝑥, 𝛾) та ∇𝑔(𝑥, 𝛾) – рiвностепенево неперервнi по 𝑥, та неперервнi по 𝛾.
6. E𝑠(𝑋(𝑘), 𝑌 (𝑘), 𝛾) = 0 ⇔ 𝛾 = 𝑏(𝑘).

Тодi
^

𝑏
(𝑘)
𝑛 →𝑃 𝑏(𝑘), 𝑛 → ∞.

Алгоритм вирiшення рiвняння (1) ми реалiзували у середовищi R. Готовий ал-
горитм ми застосували до виявлення зв’язкiв мiж результатами ЗНО 2018 та розпо-
всюдженiстю певних полiтичних поглядiв у рiзних регiонах України. Для аналiзу
цих даних ми використали логiстичну регресiю, де

𝑔(𝑥, 𝑏) =
1

1 + 𝑒−𝑏0−<(𝑏1,...,𝑏𝑑),𝑥>
,

та 𝑑 – розмiрнiсть 𝑥.
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Екстремуми функцiоналiв ентропiйного типу
Ю. С. Мiшура, Г. С. Железняк

Розглянемо суму двох незалежних вiнерiвських процесiв зi зносом i побудуємо
сiм’ю ймовiрнiсних мiр, вiдносно яких знос дорiвнює нулю. Серед цих мiр шука-
ємо тi, якi мiнiмiзують або максимiзують функцiонали ентропiйного типу. Нехай
(Ω,ℱ , (ℱ𝑡)𝑡∈[0,𝑇 ],P) – ймовiрнiсний простiр з фiльтрацiєю, на якому визначено всi
об’єкти, що далi розглядаються. Розглядаючи задачу про усунення зсуву для суми
двох незалежних вiнерiвських процесiв, знайдемо тi мiри P1 i P2, якi доставляють
екстремуми сумi двох функцiоналiв ентропiйного типу:

H (P,P1,P2) = E

[︃(︂
𝑑P1

𝑑P

)︂2 (︂
− log

𝑑P2

𝑑P

)︂]︃
+ E

[︃(︂
𝑑P2

𝑑P

)︂2 (︂
− log

𝑑P1

𝑑P

)︂]︃
. (1)

У статтi [1] було знайдено мiнiмуми i максимуми функцiонала (1) за умови, що
𝑓1(𝑡) = 𝛼𝑓(𝑡) та 𝑓1(𝑡) = (1 − 𝛼)𝑓(𝑡) , тобто ми шукали точку 𝛼, в якiй цей мiнi-
мум досягався. Зараз будемо шукати мiнiмуми i максимуми цього ж функцiонала
в ширшому класi функцiй 𝑓1(𝑡) = 𝛼(𝑡)𝑓(𝑡) та 𝑓2(𝑡) = (1− 𝛼(𝑡))𝑓(𝑡), де 𝛼(𝑡) ∈ [0, 1] –
вимiрна обмежена функцiя. Нагадаємо позначення 𝑐 = ‖𝑓‖𝐿2([0,𝑇 ],𝜆1).

Теорема 1. (основний результат, [2])
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1) Якщо 𝑐 ≤ 2, то функцiонал H (P,P1,P2) досягає свого мiнiмуму при
𝑓1(𝑡) = 𝑓2(𝑡) =

𝑓(𝑡)
2

, i це мiнiмальне значення дорiвнює 𝑐
4
𝑒𝑐/4, а макси-

муму, наприклад при 𝑓1(𝑡) = 1, i це максимальне значення дорiвнює 𝑐/2.
2) Якщо 𝑐 > 2, то функцiонал досягає свого мiнiмуму при 𝑓1(𝑡) = 𝑥1𝑓(𝑡) та

𝑓2(𝑡) = (1− 𝑥1)𝑓(𝑡), де 𝑥1 – той єдиний корiнь рiвняння

𝑥 exp{𝑐(1− 2𝑥)}+ 𝑥− 1 = 0,

який належить до iнтервалу (0, 1/𝑐). Це мiнiмальне значення дорiвнює
1−𝑥1

2
exp{𝑐𝑥2

1}. В силу симетрiї функцiонал досягає свого мiнiмуму також
при 𝑓1(𝑡) = (1−𝑥1)𝑓(𝑡) та 𝑓2(𝑡) = 𝑥1𝑓(𝑡). Щодо максимуму, при 2 ≤ 𝑐 ≤ ln 8

вiн дорiвнює 𝑐/2, а при 𝑐 ≥ ln 8 вiн дорiвнює 𝑐
4
𝑒

𝑐
4 . У випадку, коли 𝑐 ≥ 4

максимум досягається при 𝑓1(𝑡) = 𝑥3,4𝑓(𝑡) та 𝑓2(𝑡) = (1− 𝑥3,4)𝑓(𝑡), де 𝑥3,4

– коренi квадратного полiнома 1−𝑥𝑐+𝑥2𝑐 = 0, якi дорiвнюють вiдповiдно
1
2
± 1

2

√︁
1− 4

𝑐
. Значення максимуму дорiвнює

1

4
exp

{︃
(𝑐− 2)−

√︀
𝑐(𝑐− 4)

2

}︃(︁
(𝑐− 2)−

√︀
𝑐(𝑐− 4)

−
(︁√︀

𝑐(𝑐− 4)− (𝑐− 2)
)︁
exp

{︁√︀
𝑐(𝑐− 4)

}︁)︁
.
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Побудова процесу Кокса-Iнгерсолла-Росса при
𝐻 < 1/2

Ю. С. Мiшура, А. Ю. Юрченко-Титаренко
Класичний процес Кокса-Iнгерсолла-Росса (КIР) – це випадковий процес

{𝑋𝑡, 𝑡 ≥ 0}, що, за означенням, є розв’язком стохастичного диференцiального
рiвняння

𝑑𝑋𝑡 = (𝑘 − 𝑎𝑋𝑡)𝑑𝑡+ 𝜎
√︀

𝑋𝑡𝑑𝑊𝑡, 𝑋0 > 0, 𝑡 ≥ 0,

де 𝑎, 𝑘, 𝜎 – невипадковi параметри, а 𝑊 = {𝑊𝑡, 𝑡 ≥ 0} – вiнерiвський процес.
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КIР-процес широко використовується у фiнансових моделях, проте вагомим йо-
го недолiком є те, що вiн не може вiдтворювати “ефект пам’ятi”, який спостерiгаєть-
ся на ринку в реальностi. Одним зi способiв врахувати такий ефект у моделях є
замiна класичного вiнерiвського процесу дробовим броунiвським рухом iз iндексом
Хюрста 𝐻, причому останнi дослiдження показали, що особливо цiкавим є випадок
𝐻 < 1/2.

Розглянуто новий пiдхiд до означення дробового CIR-процесу, згiдно з яким
процес визначається як квадрат потраєкторної поточкової границi при 𝜀 → 0 про-
цесiв 𝑌𝜀, що задовольняють стохастичнi диференцiальнi рiвняння вигляду

𝑌𝜀(𝑡) = 𝑌0 +

∫︁ 𝑡

0

𝑘

𝑌𝜀(𝑠)1{𝑌𝜀(𝑠)>0} + 𝜀
𝑑𝑠− 𝑎

∫︁ 𝑡

0

𝑌𝜀(𝑠)𝑑𝑠+ 𝜎𝐵𝐻(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

де 𝑌0, 𝑎, 𝑘, 𝜎 > 0, – фiксованi константи, а 𝐵𝐻 = {𝐵𝐻(𝑡), 𝑡 ≥ 0} – дробовий броунiв-
ський рух iз iндексом Хюрста 𝐻 ∈ (0, 1).

Доведено коректнiсть такого означення (перевiрено iснування та скiнченнiсть
границi). Отримано варiант леми про порiвняння для стохастичних диференцi-
альних рiвнянь iз адитивним дробовим броунiвським шумом. Доведено неперерв-
нiсть та невiд’ємнiсть граничного процесу. Одержано рiвняння як для процесу
𝑌 (𝑡) := lim𝜀→0 𝑌𝜀(𝑡), так i для дробового процесу Кокса-Iнгерсолла-Росса – останнє
до першого моменту потрапляння в нуль має вигляд

𝑋(𝑡) = 𝑋0 +

∫︁ 𝑡

0

(𝑘 − 𝑎𝑋(𝑠)) 𝑑𝑠+ 𝜎

∫︁ 𝑡

0

√︀
𝑋(𝑠) ∘ 𝑑𝐵𝐻(𝑠),

де iнтеграл вiдносно дробового броунiвського руху розумiється як потраєкторний
iнтеграл Стратоновича.

Також доведено, що при 𝐻 > 1/2 означений процес Кокса-Iнгерсолла-Росса
строго додатний на всiй осi та що при 𝐻 < 1/2 ймовiрнiсть того, що процес Кокса-
Iнгерсолла-Росса не потрапить до нуля на фiксованому скiнченному iнтервалi, пря-
мує до 1 при 𝑘 → ∞.
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Гранична поведiнка випадкового блукання з
еластичним екраном

О. О. Приходько

Розглянемо випадкове блукання 𝑆(𝑛), яке поводить себе як симетричне випад-
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кове блукання зi стрибками на ±1, за винятком точки 0. При потрапляннi в точку
0, воно затримується на випадкову кiлькiсть часу 𝜂𝑖 ≥ 0 (н.о.р.), а далi продовжує
iти як звичайне. В роботi дослiджується гранична поведiнка такого блукання, нор-
мованого як у теоремi Донскера, 𝑆(𝑛𝑡)√

𝑛
. Для випадку E𝜂𝑖 < ∞ одержано збiжнiсть

до звичайного Вiнерiвського процесу. Для випадку схеми серiй {𝜂𝑛𝑖 } встановлено
наступнi режими: Вiнерiвський процес, Вiнерiвський процес зупинений в 0, Вiне-
рiвський процес iз липкою точкою 0.
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Рiвнобедренi трикутники найменшої площi та
периметру, описанi навколо криволiнiйних

серпоподiбних двокутникiв

Є. А. О. Рудик

Дана робота присвячена дослiдженню властивостей рiвнобедрених трикутни-
кiв, описаних навколо серпоподiбних рiвнорадiусних двокутникiв умовно великої
товщини з максимальним значенням показника вписання.

У данiй роботi дослiджено описанi рiвнобедренi трикутники, бiчнi сторони яких
дотикаються однiєї зi сторiн серпоподiбного двокутника. Дослiджено, що для певно-
го положення вершини рiвнобедреного трикутника при фiксованому значеннi кута,
що утворює висота рiвнобедреного трикутника з вiссю симетрiї двокутника, площа
та периметр трикутника може набувати найменшого значення. При цьому верши-
ни рiвнобедрених трикутникiв найменшої площi, описаних навколо криволiнiйних
рiвнорадiусних серпоподiбних двокутникiв, розмiщенi на овалi Декарта, який мiсти-
ться зовнi внутрiшньої петлi базового равлика Паскаля з вузловою точкою у центрi
кола, до якого дотикаються двi бiчнi сторони рiвнобедреного трикутника.

Вершини рiвнобедрених трикутникiв найменшого периметру, описаних навко-
ло криволiнiйних рiвнорадiусних серпоподiбних двокутникiв, розмiщенi на кривiй
шостого порядку.

Для доведення тверджень уведено узагальнену полярну систему координат з
початком у центрi одного з утворюючих кiл i полярним радiусом, на якому вiдкла-
дено вiдстань вершини описаного рiвнобедреного трикутника вiд центра цього кола.
Для рiзних значень параметрiв двокутника проведено чисельний експеримент.
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До рiвняння Чандрасекара в банахових просторах
М. В. Сердюк

Нелiнiйне iнтегральне рiвняння

𝑥(𝑠) = 𝑦(𝑠) + 𝜆𝑥(𝑠)

∫︁ 1

0

𝑠

𝑠+ 𝑡
𝑥(𝑡) 𝑑𝑡 (1)

у просторi 𝐶([0, 1]) виникло в астрофiзицi та називається рiвнянням Чандрасека-
ра [1].

Це рiвняння вiдноситься до квадратних рiвнянь у банаховому просторi вигляду
𝑥 = 𝑦 + 𝐵(𝑥, 𝑥), де 𝐵 : 𝐸 × 𝐸 → 𝐸 — обмежений бiлiнiйний оператор, 𝐸 — банахiв
простiр. Надалi 𝐸 = 𝐶([0, 1]) або 𝐸 = 𝐿𝑝([0, 1]), 1 < 𝑝 < +∞.

Розглянемо таке узагальнення рiвняння (1):

𝑥(𝑠) = 𝑦(𝑠) + 𝜆𝑥(𝑠)

∫︁ 1

0

𝑓(𝑠, 𝑡)𝑥(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑠 ∈ [0, 1], (2)

вiдносно 𝑥 ∈ 𝐸, де 𝑦 ∈ 𝐸, 𝜆 ∈ 𝑅, 𝜆 ̸= 0, 𝑓 : [0, 1]2 → [0,+∞) — борельова функцiя.

Теорема 1 Нехай 𝐸 = 𝐶([0, 1]), функцiя 𝑓 : [0, 1]2 → [0,+∞) неперервна на [0, 1]2

i така, що для довiльного 𝑡 ∈ [0, 1] 𝑓(·, 𝑡) зростаюча на [0, 1]. Тодi при ‖𝑦‖ <(︀
4|𝜆|

∫︀ 1
0
𝑓(1, 𝑡)𝑑𝑡

)︀−1 рiвняння (2) має єдиний розв’язок у замкненiй кулi 𝑈̄(0, 𝑟), де

𝑟 =
(︀
2|𝜆|

∫︀ 1
0
𝑓(1, 𝑡)𝑑𝑡

)︀−1
.

Теорема 2 Нехай 𝐸 = 𝐿𝑝([0, 1]), 1 < 𝑝 < +∞, 𝑓 : [0, 1]2 → [0,+∞) — борельова
функцiя, така, що для довiльного 𝑡 ∈ [0, 1] 𝑓(·, 𝑡) зростаюча на [0, 1] та для до-
вiльного 𝑠 ∈ [0, 1] 𝑓(𝑠, ·) ∈ 𝐿𝑞([0, 1]), де 1

𝑝
+ 1

𝑞
= 1. Тодi при ‖𝑦‖ <

(︀
4|𝜆|(𝑔(1))1/𝑞

)︀−1,

де 𝑔(𝑠) =
∫︀ 1
0
(𝑓(𝑠, 𝑡))𝑞𝑑𝑡, 𝑠 ∈ [0, 1], рiвняння (2) має єдиний розв’язок у замкненiй

кулi 𝑈̄(0, 𝑟), де 𝑟 =
(︀
2|𝜆|(𝑔(1))1/𝑞

)︀−1
.

Доведення цих теорем ґрунтується на результатах статтi [2].
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Estimation of the accuracy of the criterion of checking
the statistical hypothesis

P. P. Toth

Modern theory of random processes is widely used in various fields of science and
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technology. Today, it is hard to imagine actuarial mathematics, biology, chemistry,
physics without the application of the theory of random processes in them. That is why
the study of the characteristics of random processes is a relevant subject of research.
This report is dedicated to this topic.

In the monograph [2] and in the paper [3], based on the obtained estimates for the
norms of Square-Gaussian random processes in 𝐿𝑝, 𝑝 ≥ 1 space (more detailed informa-
tion on Square-Gaussian random processes can be found in the monograph Kozachenko,
Buldygin [1]), a criterion for testing the hypothesis about the form of the covariance
function of Gaussian stationary random process was built. Using this criterion, in this
report, the hypothesis about the appearance of the covariance function of the Gaussian
stationary random process was verified and the number of acceptances of false hypothesis
by the criterion was estimated.

This research was supported by SHA Collegium Talentum Program.
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Genus 2 Heegaard Diagrams of Non-Orientable
3-Manifolds

H. Hatamian

According to [1], a Heegaard Diagram (𝐹, 𝑢, 𝑣) of genus 2 has type I, II or III if it
is depicted as in Fig.1 a,b or c, respectively and a simple algorithm can be proposed
for enumeration of closed orientable three dimensional manifolds whose genus does not
exceed two.

Figure 1
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We will define for each type, the pairs of signs (−1,+1), (+1,−1) or (−1,−1) to
investigate genus 2 Heegaard diagrams of non-orientable three dimensional manifolds.
Then we’ll construct a diagram of type II with 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 𝑑 = 1 and the pair of signs
(−1,−1) which determines a manifold distinct from 𝑆1×̃𝑆2.
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Неперервнi частковi вiдображення на блок-схемах
Г. О. Челнокова

У роботi розглядаються блок-схеми, тобто системи 𝑘-елементних пiдмножин
(блокiв) деякої скiнченної множини об’єктiв, такi що кожен об’єкт мiститься в 𝑟
блоках, а кожна пара об’єктiв – в 𝜆 блоках.

Блок-схеми є одним з найбiльш вивчених видiв комбiнаторних схем i широко
застосовуються у плануваннi статистичних дослiджень (в тих галузях, де здiйсню-
ється об’єднання дослiдiв для систематичного порiвняння певної кiлькостi випро-
буваних зразкiв), в кодуваннi для побудови стiйких до помилок кодiв та в крипто-
графiї. Блок-схеми також пов’язанi з теорiєю чисел, теорiєю груп i напiвгруп, скiн-
ченними проективними геометрiями [1, 2].

У роботi [2] вводиться поняття неперервних часткових вiдображень на блок-
схемi — часткових вiдображень множини об’єктiв в себе, за яких прообраз блоку
є або пустою множиною, або блоком, та встановлено iзоморфiзм мiж множиною
неперервних часткових вiдображень на блок-схемах та трансляцiйною оболонкою
вiдповiдної матричної напiвгрупи Рiса. Однiєю з основних властивостей неперерв-
них часткових вiдображень є лема однорiдностi: прообраз довiльного об’єкта є або
порожнiм, або має фiксований розмiр 𝑑. У роботi [2] формулюється дуальна гiпотеза
однорiдностi: кожен блок, який є прообразом якогось iншого блоку, є прообразом
фiксованого числа 𝑑′ блокiв з блок-схеми.

У своїй роботi я розглядаю властивостi блок-схем та неперервних часткових вiд-
ображень на блок-схемах. Основним результатом роботи є побудова контрприкладу
до дуальної гiпотези однорiдностi.
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Перевiрка гiпотез у моделi Кокса iз пропорцiйними
ризиками та похибками вимiрювання

О. О. Чернова
Розглянемо модель Кокса iз пропорцiйними ризиками, вiдповiдно до якої фун-

кцiя iнтенсивностi тривалостi життя 𝑇 має вигляд

𝜆(𝑡|𝑋;𝜆, 𝛽) = 𝜆(𝑡) exp(𝛽𝑇𝑋), 𝑡 ≥ 0.

Регресор 𝑋 є випадковим вектором, розподiленим у R𝑘, базова функцiя iнтен-
сивностi 𝜆(·) належить параметричнiй множинi, складенiй з невiд’ємних функцiй,
що задовольняють умову Лiпшиця з фiксованою сталою, а параметр регресiї 𝛽 ле-
жить у компактнiй параметричнiй множинi Θ𝛽 ⊂ R𝑘.

Спостерiгаються цензурованi значення – випадковi величини 𝑌 := = min{𝑇,𝐶}
та iндикатор вiдсутностi цензурування Δ := 𝐼{𝑇≤𝐶}. Цензор 𝐶 є випадковим i роз-
подiленим на скiнченному промiжку [0, 𝜏 ]. Розподiл цензора невiдомий, але вiдоме
𝜏 .

Замiсть 𝑋 спостерiгається сурогатна змiнна 𝑊 = 𝑋 + 𝑈, де випадкова похиб-
ка вимiрювання 𝑈 має вiдому твiрну функцiю моментiв. Пара (𝑇,𝑋), цензор 𝐶 та
похибка 𝑈 є незалежними. Розглянемо 𝑛 незалежних копiй моделi. За спостереже-
ннями (𝑌𝑖,Δ𝑖,𝑊𝑖), 𝑖 = 1, ..., 𝑛, оцiнюємо параметри моделi 𝛽 та 𝜆(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ].

У [1] отримано сумiсну консистентну оцiнку (𝜆̂𝑛, 𝛽𝑛) iстиних значень (𝜆, 𝛽). На
основi цiєї оцiнки описано процедуру перевiрки гiпотези про значення параметра
регресiї 𝛽 та iнтегрального функцiоналу вiд 𝜆(·). Доведено консистентнiсть вiдпо-
вiдних тестiв.
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Iмплементацiя нечiткого цифрового пiдпису
В. О. Чернякова

У роботi буде презентовано схему нечiткого пiдпису на основi цифрового пiд-
пису, яка дозволяє використовувати замiр бiометрiчних данних замiсть секретного
ключа.

Нечiткий цифровий пiдпис утворюється поєднанням алгоритиiв цифрового пiд-
пису Шнора реалiзованного на групi точок елiптичної кривої та спецiальної кон-
струкцiї скетч. Зауважимо, що бiометричнi даннi використовуються лише для ге-
нерацiї таємного ключа та нiде не зберiгаються.

Означення. Конструкцiя лiнiйного скетча складається з 2 алгоритмiв:
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- Скетч: на вхiд бере вимiр бiометричних данних 𝑥 та елемент адитивної
групи 𝑠; на вихiд подається скетч 𝑐.

- Реконструкцiя рiзницi: на вхiд бере два рiзних скетча 𝑐 i 𝑐′; на вихiд подає
рiзницю адитивних елементiв, на яких створювались скетчi Δ𝑠 = 𝑠′ − 𝑠,
за умови що замiри бiометрики є достатньо близкими вiдностно деякої
метрики.

Рис. 1. Алгоритм нечiткого цифрового пiдпису [1]

Запропонований алгоритм було реалiзованно за допомогою Java бiблiотек
cc.redberry [2] та Bouncy Castle [3]. Реалiзованна схема нечiткого пiдпису показала
здатнiсть цього алгоритма працювати на штучно згенерованих вимiрах бiометрики.
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Оцiнювання параметру дифузiї стохастичного
рiвняння теплопровiдностi з бiлим шумом

Г. М. Шевченко, Д. А. Аветiсян
У роботi розглядається задача оцiнювання параметру дифузiї випадкового поля,

що є розв’язком стохастичного диференцiального рiвняння теплопровiдностi

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑡, 𝑥) =

1

2
Δ𝑢(𝑡, 𝑥) + 𝜎𝑊̇ (𝑥), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑥 ∈ R𝑑,

де 𝑊̇ - це бiлий шум, при 𝑑 = 1, 2, 3. Розв’язок цього рiвняння має вигляд

𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝜎

∫︁ 𝑡

0

∫︁
R𝑑

𝐺(𝑡− 𝑠, 𝑥− 𝑦)𝑊 (𝑑𝑦)𝑑𝑠, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑥 ∈ R𝑑,
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де функцiя 𝐺(𝑡, 𝑥) = (2𝜋𝑡)(−𝑑/2) exp (− |𝑥|2
2𝑡

). Поле спостерiгається на сiтцi

𝐷𝑛 = {(𝑖1𝛿, . . . , 𝑖𝑑𝛿), 𝑖1, . . . , 𝑖𝑑 ∈ {−𝑛, . . . , 𝑛}}.

Побудовано оцiнку параметру 𝜎:

𝜎̂2 =
1

(2𝑛)𝑑𝑣2

∑︁
𝑥𝑘∈𝐷𝑛

𝑢(𝑡, 𝑥𝑘)
2,

де

𝑣2 = 𝐸(𝑢(𝑡, 𝑥))2 =

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑡

0

1

(2𝜋(𝑠1 + 𝑠2))𝑑/2
𝑑𝑠1𝑑𝑠2 =

⎧⎪⎨⎪⎩
− 4(−2+

√
2)𝑡3/2

3
√
𝜋

, 𝑑 = 1
𝑡 ln 2
𝜋

, 𝑑 = 2
2(−1+

√
2)

√
𝑡

𝜋3/2 , 𝑑 = 3

Теорема 1. 𝜎̂2 є конзистентною оцiнкою параметра 𝜎 при 𝑛 → ∞, тобто 𝜎̂2 →
𝜎, 𝑛 → ∞, м.н.
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Секцiя «Прикладна математика, комп’ютернi
науки, iнженерiя програмного забезпечення,

системний аналiз»

Модифiкацiя алгоритму Ерлi
В. Н. Врублевський, О. О. Марченко

Алгоритм Ерлi [1] – один з найбiльш ефективних загальновiдомих алгоритмiв
розбору послiдовностей для вiльно-контекстних граматик. В найгiршому випадку
його часова складнiсть алгоритму n^3 (де n - це довжина речення для розбору).

В данному дослiдженнi ми пропонуємо модифiкацiю даного алгоритму, викори-
стовуючи пiдхiд “повернення назад”. У випадках, коли потужнiсть граматики дуже
велика, фактичний час класичного алгоритму може бути досить великий; ми ж
розробили евристику, яка зменшує час розбору коректної послiдовностi на порядок
(базуючись на результатах тестування).

Основна iдея пiдходу полягає у тому, що, на вiдмiну вiд алгоритму Ерлi, пiд час
розбору i-тої лексеми ми не пробуємо додавати до розгляду всi можливi продукцiї
на цьому кроцi, а робимо це доти, доки не з’явиться продукцiя з нашою наступною
лексемою. В такому випадку ми переходимо до наступного етапу алгоритму. Якщо
дана гiлка виводу була не продуктивною, ми рекурсивно повертаємося на попереднi
етапи та продовжуємо послiдовний аналiз продукцiй.

Алгоритми розбору на основi контекстно-вiльних граматик вiдiграють значну
роль у реалiзацiї компiляторiв та аналiзi природньої мови. У випадках природньої
мови, коли кiлькiсть продукцiй дуже велика, навiть евристика алгоритму на пра-
ктицi значно покращує фактичний час розбору. Тестуючи дану евристику на гра-
матицi потужнiстю 2000 правил фактичний час розбору в середньому зменшився у
10 разiв.
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Розробка та застосування системи паралельних
обчислень PARCS Python3 для хмарних обчислень

М. I. Голубаха, А. М. Коробка
ПАРКС (Паралельнi Асинхроннi Рекурсивнi Керуючi Системи) – технологiя

програмування, що забезпечує процес розробки i реалiзацiї паралельних алгори-
тмiв, заснована на концепцiї керуючого простору – динамiчного графу для опису
логiчної та комунiкацiйної структури задачi.[1]
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Ми розробили систему паралельних обчислень PARCS Python3 – удосконалення
системи PARCS Python, що адаптована до новiтнiх версiй мови Python, та пiдтримує
роботу на платформах хмарних обчислень.

Система дозволяє передачу нових задач за допомогою веб-iнтерфейсу та пiд-
тримує динамiчне додавання обчислювальних ресурсiв.

В якостi платформи хмарних обчислень було використано Google Compute Engi-
ne. Авторами було розроблено та опублiковано Docker-образи для запуску системи
обчислень на довiльних платформах, що пiдтримують цю технологiю. Крiм того,
було створено детальнi iнструкцiї для запуску системи i налаштування для роботи
з Google Compute Engine.

Для оцiнення системи було розроблено паралельну реалiзацiю класичного алго-
ритму кластеризацiї K-Means. Наведено результати тестування роботи алгоритму
з використанням рiзної кiлькостi обчислювальних ресурсiв
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Порiвняльний аналiз ефективностi критерiїв
визначення авторства

А. П. Євтушенко
Вступ. Атрибуцiя – дослiдження тексту, на метi якого стоїть встановлення ав-

торства або певних вiдомостей про автора, умов створення тексту тощо [1]. Атри-
буцiю розглядають як проблему видiлення ознак i iнтелектуального аналiзу даних.

Формально до ознак, якi використовуються в атрибуцiї, висувають наступнi ви-
моги – масовiсть, стiйкiсть, роздiльна здатнiсть [2]. Iдеальний критерiй має однозна-
чно розподiляти тексти на групи за автором, при чому має бути не контрольованим
з боку автора на свiдомому рiвнi та зберiгати в усiх текстах одного автора деяке
постiйне вiдхилення.

Визначення роздiльної здатностi критерiїв. Найбiльш поширеними стати-
стичними ознаками для атрибуцiї тексту вважаються [3]:

- середня довжина речень;
- середня довжина слiв;
- словниковий запас автора;
- частота використання знакiв пунктуацiї;
- частота використання частин мови;
- частота вживання функцiональних слiв.
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Представимо авторiв як рiзнi кластери, а тексти – як об’єкти кластеру i погля-
немо на проблему з точки зору кластерного аналiзу. Значення деякої ознаки для
кожного автора характеризується двома параметрами – середнiм i вiдхиленням.
В такому випадку середнє можна представити як центр кластеру-автора, середню
зовнiшню кластерну вiдстань – як середню вiдстань вiд центру кластеру до центрiв
iнших кластерiв. Оскiльки немає гарантiї, що деякий текст автора не вiдхиляти-
меться значно вiд середнього, таке усереднення кластерної вiдстанi застерiгає вiд
спотворення результату. Аналогiчно, можна представити значення середньої вну-
трiшньої вiдстанi як середньоквадратичне вiдхилення.

Визначимо коефiцiєнт якостi класифiкацiї критерiю як 𝜎(𝑊 ) =
Δ𝑀(𝑊 )

Δ𝑆(𝑊 )
, де

Δ𝑀(𝑊 ) – середнє значення вiдстанi мiж авторами по критерiю 𝑊 , Δ𝑆(𝑊 ) – середнє
значення вiдхилення по критерiю 𝑊 .

Порiвнявши отриманi значення, можна стверджувати, що з наведених вище
критерiїв, найвищу роздiльну здатнiсть мають такi критерiї, як довжина речення,
словниковий запас, частота вживання коми, двокрапки та крапки з комою, вiдсоток
вживання артиклiв та використання функцiональних слiв та артиклiв.

Висновки. Проаналiзовано найбiльш популярнi критерiї авторства, визначено
їх особливостi для атрибуцiї текстiв англiйською мовою. Запропоновано унiверсаль-
ний коефiцiєнту роздiльної здатностi, який дозволяє зробити порiвняльний аналiз
критерiїв, абстрагувавшись вiд природи характеристики тексту. Запропонований
пiдхiд до оцiнки роздiльної здатностi ознак тексту показав на практицi свою ефе-
ктивнiсть,а отже може застосовуватися в подальших дослiдженнях характеристик
текстiв та авторської атрибуцiї в цiлому.
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Багатофазне тактування у розподiлених
обчислювальних системах

П. П. Коляденко
Багатофазне тактування широко застосовується у розподiлених обчислюваль-

них системах для органiзацiї ефективних паралельних обчислень. Розглянуто мо-
дель синхронного обмiну у децентралiзованiй обчислювальнiй системi з об. вузлами
у вузлах регулярної гратки, що з’єднанi напiвдуплексними каналами зв’язку. Мо-
дель також може бути застосована у сферi комунiкацiй.

Було отримано результати для щiльних пакувань до 3 вимiрiв. Окремо знайденi
маштабовнi алгоритми тактування для кубiчних сiток скiнчених розмiрностей.

Знайденi оцiнки для необхiдної кiлькостi тактiв.
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Оцiнка максимальної кiлькостi тактiв:

|𝑉 |, (1)

де V – множина вузлiв.
Оцiнка мiнiмальної кiлькостi тактiв:

max
𝑖∈𝑉

𝐸𝑖 + 1, (2)

де 𝐸𝑗 – степiнь вершини j графа зв’язку.
Тактування для кубiчної гратки у 𝑛-вимiрному просторi:

𝐵𝑒𝑎𝑡(𝑥⃗) = (

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖 * 𝑖) % (2𝑛+ 1). (3)
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Узагальнення алгоритму триангуляцiї Делоне на
випадок простого полiгону

К. О. Коровай
Триангуляцiя є однiєю iз базових структур обчислювальної геометрiї, широко

застосовується в комп’ютернiй графiцi та геоiнформацiйних системах для моделю-
вання поверхонь та розв’язання просторових задач [1].

Постановка задачi: за заданим набором точок площини, що є вершинами деякого
простого многокутника, необхiдно побудувати планарний граф, який розбивав би
площину на трикутники i зовнiшню нескiнчену фiгуру [1].

В загальному розумiннi триангуляцiя Делоне є опуклою. У роботi запропонова-
но узагальнення методу побудови трiангуляцiї Делоне для простого многокутника.

Iдея полягає у накладеннi додаткових обмежень: триангуляцiя будується та-
ким чином, щоб усi ребра полiгону проходили по ребрам триангуляцiї. Для цього
вводяться так званнi структурнi лiнiї – ребра заданого многокутника, що не на-
лежать його опуклiй оболонцi. Цi ребра вважаються фiксованими. Пiсля побудови
триангуляцiї Делоне будь-яким з iснуючих методiв [2], необхiдно виконати встав-
ку структурних лiнiй, при необхiдностi розбиваючи iснуючi ребра i трикутники в
точках перетину структурних лiнiй з ребрами триангуляцiї та перебудовуючи три-
кутники, для яких порушується умова Делоне (за винятком фiксованих). Останнiм
етапом є класифiкацiя всiх трикутникiв триангуляцiї i видалення тих, що лежать
поза заданим многокутником.
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Особливiстю запропонованого пiдходу є можливiсть триангуляцiї Делоне будь-
якої поверхнi. Враховується, що многокутник може бути неопуклий i, бiльше того,
мiстити «дiри» (їхнi ребра також вважатимуться структурними лiнiями).

Також цей метод може бути узагальнений на довiльну розмiрнiсть використан-
ням (n-1)-вимiрних гiперплощин в якостi структурних лiнiй.
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Застосування штучних нейронних мереж для
експоненцiальної декомпозицiї складних

релаксацiйних спектрiв зi значним шумовим фоном
I. В. Лiщук, В.В. Iльченко, В.Я. Опилат, С.В. Тищенко

Процеси релаксацiї – досить поширенi природнi явища у фiзичних системах. Нас
цiкавлять лише тi з них, якi вiдбуваються за експоненцiальним законом. У кращо-
му випадку релаксацiйний сигнал є незашумленою моноекспонентою, у гiршому –
суперпозицiєю сигналiв вiд кiлькох джерел зi значною шумовою складовою. Ми
намагаємось розробити комплекс взаємодоповнюючих методiв, серед яких зокрема
цифрова Wavelet-фiльтрацiя сигналу, експоненцiальна апроксимацiя багатокомпо-
нентних релаксацiйних кривих на основi статистичних властивостей експеримен-
тальних даних. Дана робота – це спроба доповнити приведений перелiк методом
штучних нейронних мереж (ШНМ), а саме – вибрати оптимальну топологiю мере-
жi, алгоритми її навчання для адаптацiї до сформульованих задач.

Для виконання дослiджень були створенi 2 оригiнальнi програмнi продукти.
Перший з них реалiзує алгоритм навчання ШНМ за методикою "з учителем". За
базову було взято архiтектуру багатошарового повнозв’язного перцептрону з по-
шаровою топологiєю 1000-200-40-8-2 i функцiями активацiї tanh-tanh-tanh-softmax.
Вхiдний сигнал моделювався як сума експонент 𝑆 = 𝐶1 * 𝑒−𝑡/𝜏1 + 𝐶2 * 𝑒−𝑡/𝜏2 + ...
з додаванням або бiлого гаусiвського шуму, або шуму з випадковим рiвномiрним
розподiлом амплiтуди. Розмiри тренувального набору – 40000 варiантiв вхiдних си-
гналiв – i валiдацiйного – 10000 – забезпечили компромiс мiж затратами часу на
обчислення та якiстю навчання.

Iнший програмний продукт був розроблений для проведення рiзнопланових те-
стувань ШНМ. Результати тестувань для випадку незашумлених вхiдних сигналiв
засвiдчили, що теперiшня її пятишарова архiтектура дозволяє визначати кiлькiсть
експоненцiйних складових у сигналi (при 𝜏1/𝜏2 > 2) i величини – 𝐶 i 𝜏 – одно-
експонентних сигналiв з вiдносною похибкою ≈ 0.02%. За присутностi в сигналi
100% шумової компоненти (амплiтуда = 𝐶1 + 𝐶2) результати дещо скромнiшi –
(при 𝜏1/𝜏2 > 3) i величини – 𝐶 i 𝜏 – одноекспонентних сигналiв з вiдносною похиб-
кою ≈ 0.05%. Як бачимо, мережа демонструє високу стiйкiсть до амплiтуди шумової
компоненти.
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Розробка формальної мови квазiарних функцiй та
предикатiв

Т. А. Мамедов
Сучаснi системи верифiкацiї програмного коду тим чи iншим чином засно-

ванi на логiцi першого порядку, синтактико-семантична схема якої зумовлює
невiдповiднiсть мiж номiнативною природою формул i вибором як базових то-
тальних n-арних предикатiв. Для подолання даної невiдповiдностi запропонована
композицiйно-номiнативна логiка [1].

В данiй роботi пропонується формальна мова, яка дозволить провести верифi-
кацiю програмного коду. Особливiстю мови, на вiдмiну вiд Boogie [2], є можливiсть
пiдримки часткових функцiй та предикатiв, i задавати такi композицiї, як суперпо-
зицiя.

Для задання синтаксису, використовується розширена форма Бекуса-Наура [3].
Запропоновано синтаксичнi правила для конструкцiй мови. Наприклад, суперпози-
цiя задається наступним чином:

sfunc ::= ‘func’ char {char} ‘:’ fn ‘*’ ‘[’ fn {‘,’ fn} ‘]’ ‘:’ fnv

Парсер та лексичний аналiзатор написаний мовою Python, за допомогою бiблiо-
теки PLY [4].

У найближчий час плануються експерименти з верифiкацiї програм, якi вико-
ристовують квазiарнi вiдображення.
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Формування наборiв великих тестових данних
О. Г. Марголiн

Для вирiшення завдань розпiзнавання текстiв є величезна кiлькiсть рiзноманi-
тних методiв i пiдходiв [1]. У бiльшостi методiв закладено механiзм навчання [2],
а в подальшому i тестування по навальнiй вибiрцi. Тут виникає проблема пошуку
таких наборiв даних (англ. dataset [3]) для поставленої задачi. Основнi проблеми:

а) Пошук набору даних для певної «специфiчної» тематики, що виникає пiд
час постановки задачi.

б) Пошук набору даних українською мовою.
в) Пошук набору даних в тому форматi виводу i структурi, що є задовiльною

для використаних методiв.
Ставиться задача розробки програмного модуля, що зможе будувати великi на-

бори текстових даних з вiдкритих ресурсiв (або тих до яких мається доступ) i збе-
рiгати данi в будь яких запрограмованих формах та структурах. На входi програми
маємо базове посилання (або список посилань) на ресурс, а також набiр правил за
якими буде проходити збiр даних. Посилання може буде на будь який web-ресурс.
Це може буде великий тематичний портал, форум, web-версiя соцiальної мережi,
або «мессенжера». Можливо задати «авторизацiйнi» права для доступу до сторiн-
ки. На виходi маємо структурований набiр текстових масивiв в єдиному форматi
(json), помiчений мiткою теми та готовий для обробки. Система складатися з таких
модулiв:

а) Модуль отримання iнформацiї.
б) Модуль видiлення iнформацiї по заданих шаблонах.
в) Модуль ланцюгового збору iнформацiї.
г) Модуль збереження даних.
д) Модуль розпаралелення даних та приховання вiд ddos.

Система дозволяє формувати власнi набори текстових даних за тими тематиками,
якi неможливо знайти в вiдкритому доступi.
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Локалiзацiя точки методом бiнарного розбиття
простору

А. I. Перепелиця
Проблема локалiзацiї точки є однiєю з фундаментальних для обчислювальної

геометрiї [1].
Зокрема, просторова постановка задачi звучить так:

Нехай задано пiдрозбиття 𝒮 простору 𝐸3 з 𝑁 регiонами, 𝐻 гра-
нями та 𝑛 вершинами. Необхiдно для заданої точки знайти та-
кий регiон з 𝒮, якому вона належить.

Наразi iснує багато алгоритмiв для пласкої локалiзацiї, проте з розвитком 3D-
технологiй все бiльше уваги придiляється її тривимiрному варiанту, а у штучному
iнтелектi iснує потреба в алгоритмах для бiльших розмiрностей.

У роботi представлено алгоритм локалiзацiї точки в опуклому пiдрозбиттi.
Iдея полягає в побудовi структури пiд назвою Дерево бiнарного розбиття про-

стору (англ. BSP-tree) шляхом послiдовного подiлу простору на двi частини. Вну-
трiшнiми вузлами дерева будуть частини простору, а листовими – одиничнi регiони.

Ключовим моментом є той факт, що будь-якi два опуклi регiони можна роздi-
лити гiперплощиною так, щоб вони були по рiзнi сторони вiд неї. Таким чином, на
кожному кроцi кiлькiсть регiонiв в отриманих вузлах буде зменшуватися.

Основними перевагами є:
а) вiдносна простота, чого бракує iснуючим рiшенням;
б) застосовнiсть до простору будь-якої розмiрностi.
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Construction of the evaluation function and the task of
classification

B. O. Pylypchenko

Purpose: to determine the role of the estimation function. Explore the methods
of constructing an estimation function. Solve the problem of classification. Introduce
an algorithm for solving the problem of finding a half-plane with the largest number of
points.

Actuality of work: In connection with the accelerated development of computer
technologies, industries, connected to artificial intelligence, are becoming more and more
relevant. One of the methods for creating artificial intelligence is heuristic programming.
This method is based on the use of an estimation function.

Considered theoretical knowledge:
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1) some information from graph theory;
2) trees of the game;
3) some information from analytic geometry;
4) evaluation function.

Considered practical knowledge:
1) search for a linear estimation function;
2) bringing the nonlinear estimation function to a linear estimation function;
3) the task of classification;
4) an algorithm for solving the problem of finding a half-plane with the largest

number of points;
5) application of estimation functions.

It was found that the criterion ”Number of dots in the prevailing half-space” itself in
many cases can not be successfully used in practice. The solution that can be successfully
used in practice finds the criterion ”Number of dots in the prevailing half-space and the
projection of the center of masses in the current straight line”.
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Формування датасету юридичних документiв,
використовуючи багаторiвневий парсер на основi

стеку
О. М. Покотило, О. О. Марченко

Данi, на яких вiдбувається машинне навчання, є одним з найбiльш важливих
елементiв для створення успiшної моделi. Коректнiсть та повнота данних вiдiгра-
ють вирiшальну роль при тренуваннi моделi. Перед нами постала задача створення
якiсного датасету структурованих даних на базi юридичних документiв Law Insider
[1].

При його формуваннi виникли проблеми у зв’язку з наявнiстю в юридиичних
документах великої кiлькостi рiзнорiвневих однотипних елементiв, таких як: рiзно-
манiтнi типи нумерованих, маркованих спискiв та iнших структур.

Iдея нашого розв’язку базується на основi iдеї класичного стеку [2] з певним удо-
сконаленням. Ми розробили багаторiвневий стек та правила, якi сигналiзують про
початок, кiнець та зв’язок елементiв структури, наприклад нумерованого списку. Цi
сигнали ми використовуємо для того, щоб розумiти чи нам потрiбно "пiднятися"на
вищий рiвень чи "опуститися"вниз по iєрархiї.

Ми протестували даний алгоритм на близько 5-ти тисячах документiв та змогли
успiшно розiбрати близько 92% даних. Проблема видiлення структурованих даних
з неструктурованих є дуже актуальною в наш час, оскiльки все бiльше текстових
даних оцифровується та можуть бути використанi для рiзноманiтного аналiзу.

42



Список лiтератури

[1] Law Insider Free contract database. https://www.lawinsider.com/.
[2] D. Knuth, The Art of Computer Programming, Volume 1: Fundamental Algorithms.

Addison-Wesley, 1997.

Автори

Ольга Максимiвна Покотило — студентка 2-го курсу магiстратури, факуль-
тет комп’ютерних наук та кiбернетики, Київський нацiональний унiверситет iменi
Тараса Шевченка; E-mail: olha.pokotylo@gmail.com

Олександр Олександрович Марченко — професор, доктор фiзи-
коматематичних наук, факультет комп’ютерних наук та кiбернетики, Ки-
ївський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Київ, Україна;
E-mail: Rozenkrans17@gmail.com

Система автоматичного визначення артиклiв в
текстах англiйською мовою

О. В. Радчикова
Вступ. Проблема правильного визначення артикля в англiйськiй мовi є однiєю

з найбiльш розповсюджених у правописi. Найчастiше вона виникає при перекладi
з мов, якi не мiстять артиклiв (таких, як українська чи японська), проте може
виявлятись i у повсякденному життi англомовних людей.

Використання статистичних пiдходiв та методiв машинного навчання дає змогу
автоматично визначати артикль за умови коректного аналiзу та детального до-
слiдження особливостей їх використання. Для коректного визначення артикля в
бiльшостi випадкiв достатньо аналiзувати лише найближчий контекст.

Дослiдження артиклiв. З дослiдження правил використання артиклiв в ан-
глiйськiй мовi можна видiлити деякi узагальнення:

- по-перше, кожен iменник має один з трьох видiв артиклiв: означений, нео-
значений, нульовий;

- по-друге, артикль може знаходитись безпосередньо перед вiдповiдним
iменником, а також iменник з артиклем можуть бути вiдокремленi мiж
собою iншими словами. Артикль, iменник та розташованi мiж ними
промiжнi слова утворюють iменникове словосполучення;

- по-третє, до багатьох iменникiв може бути застосовано рiзнi артиклi в зале-
жностi вiд смислового контексту. Проте, також, серед правил можна видi-
лити такi, що для певних слiв або груп слiв можуть однозначно встановити
певний артикль.

Зазвичай людина (експерт) обирає артикль, керуючись повним текстом, а тому
може використовувати повний контекст. У випадку створення програмної системи
такий пiдхiд є непродуктивним та неможливим. Тому для аналiзу вживання арти-
клiв потрiбно користуватися меншим контекстом.

В статтi “Automated Postediting of Documents”, Kevin Knight та Ishwar Chander
[1] проводять експеримент, в якому знаходять точнiсть визначення артиклiв лю-
дьми (експертами) залежно вiд наявностi рiзного контексту. В даному експериментi
означений та неозначений артиклi в текстi замiнюють на пропуск, в який учасник
повинен поставити артикль за власним розсудом. Таким чином нульовий артикль не
розглядають. В експериментi використовують три види контексту: iменникове сло-
восполучення, iменникове словосполучення, з додаванням двох слiв перед та пiсля
нього та повний контекст.
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За наявностi повного контексту людина вiдтворює вiд 94 до 96 вiдсоткiв арти-
клiв. У випадку аналiзу лише iменникового словосполучення людина вiдтворює вiд
79 до 80 вiдсоткiв артиклiв. У випадку аналiзу iменникового словосполучення, з до-
даванням двох слiв перед та пiсля нього, – вiд 83 до 88 вiдсоткiв. Такий результат
свiдчить про вiдсутнiсть значного смислового навантаження у використаннi арти-
клiв. Це, в свою чергу, вказує на те, що задачу створення системи автоматичного
визначення артиклiв можна розв’язати з високою точнiстю.

Розробка автоматичної системи визначення артиклiв. В експерименталь-
нiй розробцi системи автоматичного визначення артиклiв було використано три
алгоритми машинного навчання: логiстичну регресiю, дерева прийняття рiшень,
нейроннi мережi.

Логiстичну регресiю було обрано, оскiльки даний алгоритм є класичним ме-
тодом розв’язку задачi кластеризацiї [2]. Наступний алгоритм, дерева прийняття
рiшень, обрано для порiвняння результатiв роботи даної розроблюваної системи з
результатами iнших робiт. Останнiй алгоритм, нейроннi мережi, обрано через те, що
вiн має велику кiлькiсть параметрiв, якi, у свою чергу, надають можливiсть краще
пристосувати модель до особливостей даних.

За допомогою даних алгоритмiв утворено п’ять моделей:
- логiстична регресiя з коефiцiєнтом регуляризацiї 0.03;
- дерева прийняття рiшень з максимальною глибиною тисячу вузлiв;
- нейроннi мережi з прихованим шаром зi ста нейронiв з коефiцiєнтом регу-

ляризацiї 0.1;
- нейроннi мережi з прихованим шаром з тисячi нейронiв з коефiцiєнтом

регуляризацiї 0.1;
- нейроннi мережi з двома прихованим шарами, кожен з яких складався зi

ста нейронiв, з коефiцiєнтом регуляризацiї 0.1.
У процесi розробки системи автоматичного визначення артиклiв було розгля-

нуто декiлька наборiв характеристик. Загальний список використаних характери-
стик складається з: наступного за артиклем слова, головного iменника, довжини
iменникового словосполучення, чи починається головний iменник з великої лiтери,
частини мови наступного за артиклем слова, чи має наступне за артиклем слово
форму найвищого ступеня порiвняння, двох слiв перед iменниковим словосполуче-
нням (утворюють двi характеристики), частин мови двох слiв перед iменниковим
словосполученням (утворюють двi характеристики).

Спершу було випробувано набiр характеристик, який складався лише з
перших двох описаних: слова наступного за артиклем та головного iменника
(Dataset_Base). Далi, додано характеристики iменникового словосполучення: дов-
жина iменникового словосполучення, чи починається головний iменник з великої
лiтери, частина мови наступного за артиклем слова, чи має наступне за артиклем
слово форму найвищого ступеня порiвняння (Dataset_NP). В третьому випадку
використано характеристики з першого набору, а також два слова перед iменни-
ковим словосполученням та їх частини мови (Dataset_Near_NP). В останньому
випадку було використано усi характеристики (Dataset_Full).

Для аналiзу результатiв було застосовано чотири оцiнки якостi моделей:
accuracy, precision, recall, f1. Пiсля оцiнки якостi моделей за обраними метриками
отримуємо, що значення метрик майже не змiнюються при переходi з одного
набору даних до iншого. Дещо бiльшу рiзницю у якостi значення метрики пока-
зують переходи мiж моделями. Найгiрший результат отримує логiстична модель.
Наступною за якiстю iде модель дерев прийняття рiшень. Найкращi результати
демонструє модель нейронних мереж. До того ж можна побачити, що результати
роботи системи майже не вiдрiзняються при застосуваннi рiзних внутрiшнiх шарiв
нейронної мережi.

Кiнцеве значення метрик отриманих на найбiльшому наборi даних Dataset_Full,
отриманих за допомогою алгоритму нейронної мережi з двома прихованим шарами,
кожен з яких складався зi ста нейронiв складає: accuracy – 92 вiдсотки, precision –
77 вiдсоткiв, recall – 79 вiдсоткiв, f1 – 78 вiдсоткiв.
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Висновки. Система автоматичного визначення артиклiв отримала результати
кращi нiж группа людей за метрикою accuracy, 92 i 79-80 вiдповiдно. Це свiдчить
про те що в даному випадку людина може спиратись на суб’єктивнi данi на вiдмi-
ну вiд автоматичної системи. Таким чином автоматична система може з високими
показниками якостi визначати артиклi в текстi при належному тренуваннi.
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Застосування технологiї MPI для прискорення дiї
алгоритмiв пошуку патерна в текстi на прикладi

реалiзацiї алгоритму FSBNDM
Р. В. Савченко

У комп’ютерних науках пошук пiдрядка в текстi являє собою перевiрку заданої
послiдовностi символiв на наявнiсть елементiв патерна. Збiг повинен бути точним.
Результатом пошуку пiдрядка повинна бути позицiя розташування шуканого ша-
блона у вхiднiй послiдовностi символiв. Задача є актуальною в усiх випадках, коли
є потреба швидкого дослiдження певної структури даних на наявнiсть в нiй потрi-
бного патерна.

MPI - iнтерфейс передачi повiдомлень мiж процесами, що застосовується для
розробки паралельних програм, якi ефективно використовують ресурси процесора,
на якому виконуються.

Було реалiзовано модифiкацiю алгоритму FSBNDM (Forward Simple Backward
Nondeterministic Dawg Matching algorithm), який є оптимальним для використання
при розмiрi алфавiту бiльше 16 символiв та довжинi патерна вiд 32 до 256 символiв.

У результатi дослiдження було отриимано результати, наведенi в наступнiй та-
блицi. Тестування виконувалось на комп’ютерi з 2-ядерним 4-потоковим процесо-
ром.

Таблиця 1 - Порiвняння швидкодiї реалiзованих алгоритмiв
Розмiр в символах Час виконання (мс)
Текст Патерн FSBNDM FSBNDM з MPI

2,803,200 3 2,451 939
700,800 3 472 200
700,800 14 391 41

Бачимо, що застосування MPI дає суттєвий прирiст швидкостi роботи програми.
Також технологiя може бути застосована i з iншими алгоритмами.
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Переправи. Графи ворожнечi
В. О. Шмонько

Дана робота присвячена дослiдженню i узагальненню задачi, яка виникла бiль-
ше, нiж 1000 рокiв тому. Тодi Алкуїн Флакк Альбiн запропонував класичну голо-
воломку про вовка, козу i мiшок капусти, яких треба переправити на iнший берег
рiчки, використовуючи човен з одним вiльним мiсцем. В цiй роботi присутнiй опис
всiх можливих конфiгурацiй конфлiктiв персонажiв для малої кiлькостi мiсць у
човнi.

У цiй роботi розлядаються класичнi задачi на переправу, вводиться поняття
степенi конфлiктностi графа та класифiкацiя графiв виходячи з цього означення.

Метою даної роботи є опис конфiгурацiй персонажiв та їх конфлiктiв, якi можна
перевезти в човнi зi скiнченною кiлькiстю мiсць.

У першому роздiлi роботи навдений приклад класичної задачi на перевезення
(задачi Алкуїна), введенi означення графа ворожнечi та степенi конфлiктностi гра-
фа ворожнечi i наведено означення вершинного покриття i мiнiмального вершин-
ного покриття графа. Також подiлено графи на два типи та наведено приклади
цих типiв графiв для будь-якої степенi конфлiктностi. Окрiм того сформульванi та
виведенi лема про степiнь конфлiктностi графа i лема про iзольованi вершини.

У другому роздiлi роботи описанi всi можливi графи ворожнечi, якi можна пе-
реправити у човнi з одним чи двома вiльними мiсцями, i показано як саме переправ-
ляти цi графи. Також доведено, що всi iншi графи ворожнечi не можна переправити
в цих човнах.
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